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Préface

La théorie des fonctions d’une variable complexe, appelée par abrégé ‘“variables complexes’ ou
“analyse complexe”, est I'une des branches les plus belles et les plus utiles des mathématiques. Bien
que née dans une atmosphére de mystére, de suspicion et de méfiance ainsi qu’en témoignent les
qualificatifs d’“‘imaginaire” et de ‘“‘complexe” utilisés dans la terminologie mathématique, cette
théorie recut des bases solides au 19°™¢ siécle grace aux travaux de Cauchy, Riemann, Weierstrass,
Gauss et d’autres grands mathématiciens.

On considére de nos jours que cette théorie constitue une partie essentielle du bagage mathé-
matique des ingénieurs, physiciens, mathématiciens et autres scientifiques ; ceci est dii, d’un point
de vue théorique,au fait que de nombreuses notions mathématiques sont clarifiées et unifiées quand
elles sont étudiées du point de vue de la théorie des variables complexes ; d’un point de vue pra-
tique cette théorie est un outil puissant pour la solution de problémes de diffusion de chaleur, de
théorie du potentiel, de mécanique des fluides, d’électromagnétisme, d’aérodynamique, d’élasticité,
ainsi que de problemes concernant d’autres théories scientifiques ou d’autres aspects de la science
de lingénieur.

Ce livre est concu pour étre utilisé comme un complément a d’autres cours classiques ou
comme manuel pour un cours formel de théorie des variables complexes et de leurs applications.
Il rendra aussi service aux étudiants en mathématiques, physique, aérodynamique, élasticité ou en
tout autre domaine ou les méthodes de l’analyse complexe sont utilisées.

Chaque chapitre commence par un exposé clair des définitions, principes et théorémes, illustré
de nombreux exemples. Ceci est suivi d’'un ensemble gradué de problémes résolus et de problémes
supplémentaires. Les problémes résolus servent a illustrer la théorie et a 1’élargir, ils mettent aussi
I’accent sur ces notions sans lesquelles I’étudiant se sent en permanence sur un terrain fragile et
apportent la répétition des principes fondamentaux, si importante pour une assimilation effective.

De nombreuses démonstrations de théorémes et applications de formules figurent parmi les problémes
résolus. Le grand nombre de problemes supplémentaires avec réponses donne 1’occasion d’une révi-
sion compléte des notions étudiées dans chaque chapitre.

Les notions étudiées comprennent l'algébre et la géométrie des nombres complexes, le calcul
différentiel et intégral complexe, les séries infinies dont les séries de Taylor et de Laurent, la théorie
des résidus et ses applications au calcul d’intégrales et de séries, et la représentation conforme avec
des applications tirées de domaines divers. On a ajouté un chapitre de compléments qui se révéleront
utiles comme introduction a des cours plus avancés.

On a mis plus de matiére dans ce livre, qu’on ne peut étudier lors d’un premier cours. Ceci
a été fait pour rendre Iouvrage d’un emploi plus souple, pour donner un livre de références qui
soit pratique et enfin pour stimuler un intérét ultérieur.

M.R. SPIEGEL
Rensselaer Polytechnic Institute



Chapitre 1. —

Chapitre 2. —

Chapitre 3. —

Chapitre 4. —

Chapitre 5. —

Table des matieres

LES NOMBRES COMPLEXES . . .. ... .. oo o

L’ensemble des nombres réels. Représentation graphique des nombres réels. L’ensemble
des nombres complexes. Opérations fondamentales sur les nombres complexes. Valeur
absolue. Fondements axiomatiques de la théorie des nombres complexes. Représentation
géométrique des nombres complexes. Forme polaire des nombres complexes. Formule
de De Moivre. Racines des nombres complexes. Formule d’Euler. Equations algébrigues.
Les racines n'®Me de I'unité. Interprétation vectorielle des nombres complexes. Repré-
sentation sphérique des nombres complexes. Projection stéréographique. Produit intérieur,
produit extérieur. Coordonnées complexes conjuguées. Ensembles ponctuels

FONCTIONS, LIMITES, CONTINUITE . . . . ... ... ... ... .. ... .

Variables et fonctions. Fonctions uniformes, fonctions multiformes. Fonctions inverses.
Transformations. Coordonnées curvilignes. Les fonctions élémentaires. Points de branche-
ment, coupures. Surfaces de Riemann. Limites. Théorémes sur les limites. Le point &
Uinfini. Continuité. Continuité dans un domaine. Théorémes sur la continuité. Continuité
uniforme. Suites. Limite d’une suite. Théorémes sur les limites de suites. Séries.

DERIVATION COMPLEXE, EQUATIONS DE CAUCHY-RIEMANN . . ...

Dérivées. Fonctions analytiques. Equations de Cauchy-Riemann. Fonctions harmoniques.
Interprétation géométrique de la dérivée. Différentielles. Régles de différentiation. Déri-
vées des fonctions élémentaires. Dérivées d’ordre supérieur. Régle de L'Hospital. Points
singuliers. Familles orthogonales. Courbes. Application & la géométrie et 4 la mécanique.
Opérateurs différentiels complexes. Gradient, divergence, rotationnel et laplacien. Quelques
identités faisant intervenir les gradient,divergence et rotationnel.

INTEGRATION COMPLEXE, THEOREME DE CAUCHY ..............

Intégrales curvilignes complexes. Intégrales curvilignes réelles. Relation entre les intégrales
curvilignes réelles et complexes. Propriétés des intégrales. Changement de variable.
Ouverts simplement connexes et multiplement connexes. Courbes de Jordan. Convention
concernant l'orientation d’un contour fermé. Formule de Green dans le plan. Forme
complexe de la formule de Green. Théoréme de Cauchy. Théoréme de Cauchy-Goursat.
Théoréme de Morera. Intégrales indéfinies. Intégrales de fonctions particuliéres. Quelques
conséquences du théoréme de Cauchy.

FORMULES INTEGRALES DE CAUCHY, APPLICATIONS ... .........

Formules intégrales de Cauchy. Quelques théorémes importants. Théoréme de Morera.
Inégalités de Cauchy. Théoréme de Liouville. Théoreme fondamental de I’algébre. Théo-
réme de Gauss sur la valeur moyenne. Théoréme du module maximum. Théoréme du
module minimum. Théoréme de l'argument. Théoréme de Rouché. Formule intégrale
de Poisson pour un cercle. Formule intégrale de Poisson pour un demi-plan.

33

63

92

118



Chapitre 6. —

Chapitre 7. —

Chapitre 8. —

Chapitre 9. —

Chapitre 10. —

SERIES INFINIES. SERIES DE TAYLOR, SERIES DE LAURENT ... ...
Suites de fonctions. Séries de fonctions. Convergence absolue. Convergence uniforme
de suites €t séries. Séries entitres. Quelques théorémes importants. Théorémes généraux.
Théorémes sur la convergence absolue. Critéres particuliers de convergence. Théorémes

sur la convergence uniforme. Théoremes sur les séries entiéres, Théoréme de Taylor.

Quelques séries particuliéres. Théoréme de Laurent. Classification des singularités. Fonec-
tions entiéres. Fonctions méromorphes. Développement de Lagrange. Prolongement
analytique.

LE THEOREME DES RESIDUS.
CALCULS D’INTEGRALES ET DE SERIES ... ... ... ... ... .. ..

Résidus. Calcul des résidus. Le théoréme des résidus. Calcul d’intégrales définies. Théo-
rémes particuliers utilisés dans le calcul d’intégrales. Valeur principale des intégrales au
sens de Cauchy. Dérivation sous le signe d’intégration. Régle de Leibnitz. Sommes de
séries. Développement de Mittag-Leffler. Quelques développements particuliers.

REPRESENTATION CONFORME . . ......... ... ... .. ... ... ..

Transformations. Jacobien d’une transformation. Transformations complexes. Représen-
tation conforme., Théoréme de Riemann sur la représentation conforme. Points fixes
ou invariants d’une transformation. Quelques transformations générales. Translation,
Rotation. Homothétie. Inversion. Transformations successives. La transformation linéaire.
La transformation homographique. Représentation d’un demi-plan sur un cercle. La
transformation de Schwarz-Christoffel. Transformation des frontiéres exprimées sous
forme paramétrique. Quelques transformations particuliéres.

APPLICATIONS PHYSIQUES DE LA REPRESENTATION CONFORME .

Problémes aux limites. Fonctions harmoniques et conjuguées. Problémes de Dirichlet
et de Neumann. Le probléme de Dirichlet pour le cercle unité. Formule de Poisson.
Le probléme de Dirichlet pour le demi-plan. Solutions des problémes de Dirichlet et de
Neumann par représentation conforme. Applications & I’écoulement des fluides. Notions
fondamentales. Le potentiel complexe. Lignes équipotentielles et lignes de courant.
Sources et puits. Quelques écoulements particuliers. Ecoulements autour d’obstacles.
Théoréme de Bernoulli. Théoréme de Blasius. Applications a 1’électrostatique. Loi de
Coulomb. Champ électrique. Potentiel électrostatique. Théoréme de Gauss. Le potentiel
électrostatique complexe. Charges linéaires. Conducteurs. Capacité. Application a la
diffusion de la chaleur. La température complexe.

COMPLEMENTS . . .. . e e

Prolongement analytique. Principe de symétrie de Schwarz. Produits infinis. Convergence
absolue, semi-convergence et convergence uniforme des produits infinis. Quelques théo-
rémes importants sur les produits infinis. Théoréme de Weierstrass sur les produits
infinis. Quelques produits infinis particuliers. La fonction gamma. Propriétés de la fonction
gamma. La fonction béta. Equations différentielles. Solutions d’équations différentielles
sous forme d’intégrales, Fonctions de Bessel. Fonctions de Legendre. La fonction hyper-
géométrique. La fonction z€ta. Séries asymptotiques. Développements asymptotiques
particuliers. Fonctions elliptiques.

Page
139

172

232

265

274






CHAPITRE 1

Les nombres complexes

L’ENSEMBLE DES NOMBRES REELS

Le systéme numeérique tel que nous le connaissons de nos jours est le résultat d’un dévelop-
pement progressif dont les étapes sont les suivantes.

1. Les entiers naturels 1, 2, 3, 4, ..., aussi appelés entiers positifs furent utilisés les premiers
dans la numération. Les symboles variérent selon les époques, e.g. les Romains utilisaient
I, II, II, IV, ... Si a et b sont des entiers naturels, la somme a + b et le produit a- b,
(a) (b) ou ab sont aussi des entiers naturels. Pour ces raisons ’ensemble des entiers naturels
est dit fermé pour les opérations d’addition et de multiplication, ou satisfait la propriété
de fermeture pour ces opérations.

[39]

Les entiers négatifs et zéro notés —1, —2, —3,... et 0 respectivement apparurent pour don-
ner des solutions a des équations telles que x + b = g ou a et b sont des entiers naturels.
Ceci conduit a 'opération de soustraction, ou inverse de l’addition, et nous écrivons
x=a—b.

L’ensemble des entiers positifs, négatifs ou nul est appelé I’ensemble des entiers, et
est fermé pour les opérations d’addition,de multiplication et de soustraction.
3 _38
3> T30
solutions a des équations telles que bx = a, pour tous les entiers ¢ et b ou b #* 0. Ceci
conduit a 'opération de division ou inverse de la multiplication et nous écrivons x = a/b
ou a ~ b [appelé le quotient de a par b} ou @ est le numérateur et b le dénominateur.

3. Les nombres rationnels ou fractions tels que . furent introduits pour donner des

L’ensemble des entiers est une partie, ou un sous-ensemble, de ’ensemble des ration-
nels puisque les entiers correspondent aux nombres rationnels a/b ou b = 1.

L’ensemble des nombres rationnels est fermé pour les opérations d’addition, de sous-
traction, de multiplication et de division si 'on exclut la division par zéro.

4. Les nombres irrationnels tels que /2 = 1,41423 ... et 7 = 3,14159 ... sont les nombres
qui ne sont pas rationnels, i.e. ne peuvent pas &tre exprimés sous la forme a/b avec a et
b entiers et b #+ 0.

L’ensemble des nombres rationnels et irrationnels est appelé l'ensemble des nombres réels. Nous
supposerons que I’étudiant est familiarisé avec les différentes opérations sur les nombres réels.

REPRESENTATION GRAPHIQUE DES NOMBRES REELS

Les nombres réels peuvent &tre représentés par les points d’une droite appelée 'axe réel
(Fig. 1-1). Le point correspondant a zéro est appelé ’origine

—2v3 -3 ou-15 3 Ve
| r “ ; llrou a — 4‘? % r i Il I‘Tr I

—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Fig.1-1

Réciproquement a chaque point de la droite correspond un nombre réel et un seul. Si un point
A représentant le nombre réel a est a droite d’un point B représentant le nombre réel b, nous di-
rons que a est plus grand que b ou b plus petit que a et écrirons respectivement a > b ou b < a.



2 Variables complexes

L’ensemble de toutes les valeurs de x telles que a < x < b est appelé un intervalle ouvert de
I’axe réel, cependant que a < x < b qui comprend aussi les extrémités a et b, est appelé un inter-
valle fermé. Le symbole x qui représente n’importe quel élément de I’ensemble des nombres réels
est appelé une variable réelle.

La valeur absolue d’un nombre réel a, notée |a|, est égale aasia>0,a —asia<Oeta
0 si @ = 0. La distance qui sépare deux points a et b de 'axe réel est |a — b |.

L’ENSEMBLE DES NOMBRES COMPLEXES

Il n’existe pas de nombre réel x qui soit solution de I’équation algébrique x* + 1 = 0. On a
introduit I’ensemble des nombres complexes pour donner des solutions a cette équation et a des
équations semblables.

Nous pouvons considérer un nombre complexe comme étant de la forme a + bi, ou a et b
sont réels et i, appelé I'unité imaginaire, a la propriété i> = — 1. Si z = a + bi,alors a est appelée
la partie réelle de z et b la partie imaginaire de 2 ; ces parties réelle et imaginaire sont respec-
tivement notées Re{z} et Im{z}. Le symbole z qui représente n’importe quel élément de ’ensemble

des nombres complexes est appelé une variable complexe.

Deux nombres complexes a + bi et ¢ + di sont égaux si et seulement si @ = ¢ et b = d. Nous
pouvons considérer ’ensemble des nombres réels comme le sous-ensemble des nombres complexes
pour lequel b = 0. Ainsi les nombres complexes 0 + 0i et —3 + 0i représentent respectivement les
nombres réels 0 et —3. Si ¢ = 0 le nombre complexe 0 + bi, ou bi, est appelé imaginaire pur.

Le nombre complexe conjugué, ou plus rapidement conjugué, d’un nombre complexe a + bi
est @ — bi. Le nombre complexe conjugué de z est souvent noté z ou z*,

OPERATIONS FONDAMENTALES SUR LES NOMBRES COMPLEXES

En effectuant des opérations avec des nombres complexes nous pouvons procéder de méme
que dans l’algébre des nombres réels en remplacant i par —1.

1. Addition . . ) )
(@+bi)+(c+di) = a+bi+c+di = (a+¢)+ (b+d)i

2. Soustraction ) i . .
(@a+b)) ~(c+di) = a+bi—c—di = (a—c)+ (b—d)i

3. Multiplication
(@ +bi)(c+di) = ac + adt + bei + bdi> = (ac— bd) + (ad + be)i
4. Division

atbi _ atbi c—di _ ac—adi+Dbei— bdi?
c+dt — c+di oc—di ¢t —d%?
_ ac+bd+(be—ad)yi _ ac+bd | be—ad.
- P T exE T era’

VALEUR ABSOLUE
La valeur absolue ou module d’un nombre complexe a + bi est définie par |a + bi| =+/a%+ b2.

Exemple : | —4+2i| = V(—4)2 + 22 = /20 = 2V5

Si 21,29,%3, ...,%n sont des nombres complexes, on a les propriétés suivantes :
Lozl = [l on [mzmeze] = Jalfe] o e

al ol
2 P PN si 2o 740
3. |Z1+22’ = }21[+]z2| ou [21+22+"'+Zm| = “21[+“22[+"'+|2m|
4 lZ1 + ZzJ = ‘le — |Z2| ou [21 — Zzl = Ile - IZ;‘
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FONDEMENTS AXIOMATIQUES DE LA THEORIE DES NOMBRES COMPLEXES

D’un strict point de vue logique il est souhaitable de définir un nombre complexe comme un
couple ordonné (a, b) de nombres réels a et b vérifiant certaines définitions opérationnelles équi-

valant a celles vues plus haut. Ces définitions sont les suivantes, toutes les lettres représentant des
nombres réels.

A. Egalité (a,b) = (c,d) sietseulement sia=c, b=d

B. Somme (@,0) +(c,d) = (a+¢c, b+d)
C. Produit (; 3y.(¢c,d) = (ac—bd, ad+ be)
m(a,b) = (ma, mb)

De ces définitions nous pouvons déduire [Probléme 14] que (a, b) = a(1,0) + b(0,1) et nous
pouvons lui associer a + bi ou i est le symbole représentant (0,1) et ayant la propriété
i*=1(0,1)(0,1) = (—1,0) (qui peut étre considéré comme équivalant au nombre réel —1] et
(1,0) peut étre considéré comme équivalant au nombre réel 1. Le couple ordonné (0,0) corres-
pond au nombre réel 0.

A partir de ce qui précéde nous pouvons démontrer que si z,, z,, z, appartiennent a l’en-
semble S des nombres complexes alors

1. z+22 et zz; appartiennent 4 S Propriétés de fermeture

2, stz = 2tz Commutativité de ’addition

3. zmt+(2e+z) = (21+20) + 23 Associativité de I’addition

4. 2122 = 22y Commutativité de la multiplication
5. zi(2ams) = (2122)2 Associativité de la multiplication
6. zi1(z2+23) = 2122 + 2123 Distributivité

7.

2140 =0+2z1 =2, 121 =2z1'1 = 2, 0 est appelé I’élément neutre pour ’addition, 1
est appelé I’élément neutre de la multiplication.

8. Pour tout nombre complexe z, il existe un nombre complexe unique z tel que z + z, =0 ;
z est appelé 'inverse de z, pour l'addition et est noté —z,.

9. Pour tout nombre complexe z; # 0 il existe un nombre complexe unique z tel que
2,2 =2z, =1 ; z est appelé l'inverse de z, pour la multiplication et est noté 21_1 ou 1/z;.

En général tout ensemble tel que S dont les éléments vérifient les propriétés précédentes est
appelé un corps.

REPRESENTATION GRAPHIQUE DES NOMBRES COMPLEXES

Si des échelles réelles sont choisies sur deux axes perpendiculaires X'OX et Y'OY (appelés
respectivement ’axe des x et 1’axe des y) comme dans la Fig. 1.2, nous pouvons repérer chaque
point du plan défini par ces droites au moyen d’un couple ordonné de nombres réels (x,y) appe-
1és coordonnées rectangulaires du point. Des exemples de repérage de tels peints P, @, R, S et T
sont indiqués Fig. 1.2.

Un nombre complexe x + iy pouvant étre considéré Y
comme un couple ordonné de nombres réels, nous pou-
vons représenter de tels nombres par des points d’un "0-33 |°
plan des xy appelé plan complexe ou diagramme d’Ar- 12
gand. Le nombre complexe représenté par P peut ainsi
étre lu (3,4) ou 3 + 4i. A chaque nombre complexe
correspond ainsi un point du plan et un seul, réciproque-
ment a chaque point du plan correspond un nombre
complexe et un seul. Pour cette raison nous parlerons .
souvent indifféremment du nombre complexe z ou du R(-2,5,-1,5) 4 -2 .
point z.

"P(3,4)

Nous désignerons souvent par axes réel et imagi- v
naire, respectivement les axes des x et des y et par plan Fig.1-2



4 Variables complexes

des z le plan complexe. La distance entre deux points 2, = x, + iy, et 2, =x, tiy, du plan com-
plexe est donnée par |2, —z,| =\/(7c1 —x,)% F(y, —¥,)%.

FORME POLAIRE DES NOMBRES COMPLEXES

Y
Si P désigne un point du plan complexe correspondant
au nombre complexe (x,y) ou x + iy, nous voyons d’apres
la Fig. 1.3 que
x =rcosf y =rsinf P(x,v)
) r
ou r =+/x* + y* = |x + iy| est appelé le module ou la va- ¥
leur absolue de z = x + iy [noté mod z ou |z]] ; et 8§ ap- P
pelé I'amplitude ou P’argument de z = x + iy [noté arg z] X’ o p >4
est I’angle que fait le vecteur OP avec le demi-axe positif
O0X.
On en tire
z=x iy =r(cosd + isin0) (1) Yy’
qui est appelée la forme polaire du nombre complexe,r et
Fig.1-3

f étant les coordonnées polaires. I1 est souvent pratique
d’écrire cis & pour cos 8 + isinf.

Pour tout nombre complexe z # 0 il correspond une valeur et une seule de 6 dans l'intervalle
0 < 0 < 27. Toutefois on peut utiliser nimporte quel autre intervalle de longueur 27, ainsi par
exemple —7 < § < 7. Pour un choix déterminé a I’avance la valeur de 6 trouvée est appelée la
valeur principale.

FORMULE DE DE MOIVRE
Siz=ux, Tizy =r(cosb, +isinf)etz,=x,+iy, =r,(cosb, +isinf,) nous pouvons
montrer que [voir probleme 19]
2122 = 12 {cos (f1+6:) + isin (6, + 62)} (2

zé = %{COS(01—92)+’[Sin(91—02)} (8)

Une généralisation de (2) conduit a

ZiZes ¥ = TiryrcTn{Cos (014624 - +6,) + isin 01402+ -+ 00} (4)
ce qui,si z, =z, =--- =2, =z conduit a
2" = {r(cosf +ising)}* = r"(cosnf + i sinnf) %)

qui est souvent appelée formule de De Moivre.

RACINES D’UN NOMBRE COMPLEXE

Un nombre w est appelé racine n-iéme d’un nombre complexe z si w” = 2z, et nous écrivons

w = 2", D’aprés la formule de De Moivre nous pouvons montrer que si n est un entier positif,
2t = {r(cosd + 1ising))u»
/ . N\
= rim cos(%\+isin 6+ 2kn L k=012 ...,n—1 (6)
NI n )]

d’ou il résulte qu’il y a n valeurs différentes pour 2!/, i.e. n racines n-iémes différentes de z pourvu
que z ¥ 0.



Chapitre 1/ Les nombres complexes 5

FORMULE D’EULER
En supposant que le développement en série entiere e =1 + x + x2/2' + x3/31+ -+ de
V’analyse élémentaire conserve un sens quand x = i nous parvenons au résultat
e = cosfd + isind e = 2,71828. .. (7)
qui est appelé formule d’Euler. En général nous définirons
€ = e = ¢TeV = e%(cosy + isiny) (8)

Dans le cas particulier ol y = 0, e se réduit a e*.

On notera qu’avec les notations de (7) la formule de De Moivre se réduit a (e’?)" = &7,

EQUATIONS ALGEBRIQUES

Nous avons souvent dans la pratique a chercher des solutions d’équations algébriques de la

forme
2" + 12"+ 22" 4 - f @1+ an = 0 (9)

ol a, # 0, a,,...,a, sont des nombres complexes donnés et n un entier positif appelé le degre
de l’équation. De telles solutions sont aussi appelées zéros du polynome figurant dans le premier
membre de (9) ou racines de I’équation (9).

Un théoréme trés important appelé théoreme fondamental de l’algebre [il sera démontré
dans le chapitre 5] établit que toute équation algébrique de la forme (9) a au moins une racine
complexe. De la nous pouvons déduire qu’il y a en fait n racines complexes, certaines d’entre
elles pouvant étre confondues.

Siz,2,,...,%, sont les n racines, I’équation (9) peut étre écrite sous la forme

oz —z21)(z—22) - (2—2a) = 0 (10)

qui est appelée la forme factorisée de I’équation. Réciproquement, si nous pouvons écrire (9) sous
la forme (10) nous pourrons aisément en déterminer les racines.

LES RACINES N-IEMES DE L’UNITE

Les solutions de ’équation 2" = 1 ou n est un entier positif sont appelées les racines n-iémes
de 'unité et sont données par la formule

z = cos2kz/n + isin2k=/n = eui/n E=20,12 ...,n~1 (11)

Si I'on pose w = cos 27/n + isin 27/n = e*"/" les n racines sont 1, w, w?,..., w" . Elles re-
présentent géométriquement les n sommets d’un polygone régulier de n cotés,inscrit dans le cercle
de rayon 1 centré a l'origine. Ce cercle a pour équation |z| = 1 et est souvent appelé cercle unité.

INTERPRETATION VECTORIELLE DES NOMBRES COMPLEXES

Un nombre complexe z = x + iy peut étre consi- y
déré comme un vecteur OP dont lorigine est a l’origine B
O du plan complexe et dont l’extrémité P est le point /
(x,y) ainsi que le représente la figure 1.4. Deux vec- A
teurs ayant méme longueur ou module et mémes direc-
tion et sens mais avec des origines distinctes, tels que

OP et AB dans la figure 1.4,sont considérés comme 0‘
étant égaux. On écrit alors OP = AB = x + iy.

Fig.1-4
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L’addition des nombres complexes correspond alors a
la construction du parallélogramme pour la somme de vec-
teurs [voir figure 1.5]. Ainsi pour additionner les nom-
bres complexes z, et z,, nous complétons le parallélo-
gramme OABC dont les cotés OA et OC correspondent
a z, et z,. La diagonale OB de ce parallélogramme re-
présente z, + z, (Voir probleme 5).

Fig.1-5

REPRESENTATION SPHERIQUE DES NOMBRES COMPLEXES.
PROJECTION STEREOGRAPHIQUE

Soit © [Fig. 1.6] le plan complexe et considérons une sphére unité $ [de rayon 1] tangente
a @ en z = 0. Le diamétre NS est perpendiculaire a % et nous pouvons appeler les points N et S
respectivement le pdle Nord et le pdle Sud de §. A
chaque point A de 9 ou peut associer la droite NA
qui coupe 8 en A'. Ainsi, a chaque point du plan com-
plexe %, il correspond un point et un seul de la sphére
& et nous pouvons représenter tout nombre complexe
par un point de la sphére. Pour compléter nous dirons
que le point N correspond au “point a 'infini” du plan.
L’ensemble de tous les points du plan complexe com-
prenant le point a 'infini est appelé le plan complexe
entier ou le plan complexe complété.

Cette méthode de représentation du plan sur la
sphére est appelée projection stéréographique. La sphére
est quelquefois appelée sphére de Riemann.

Fig. 1-6

PRODUIT INTERIEUR ET PRODUIT EXTERIEUR

Soit : z, = x, + iy, et 2, =x, + iy, deux nombres complexes [vecteurs]. Le produit inté-
rieur [aussi appelé produit scalaire] de z, et z, est défini par

z1022 = |z1f |22l cosf = a2 + Y1y: = Re {Z12) = }{Ziz2 + 213} (12)
ou ¢ est ’angle compris ent;e 0 et 7 que font z; et z,.
Le produit extérieur de z, et z, est défini par
MX2 = |22 sing = Tyye — Yax2 = Im {Z129) = ~21—i{21z2—— 2122} 57
avec
2122 = (21022) +U(21 X 22) = |21 20| €¥ (14)

Si z, et z, sont non nuls,alors

1. Une condition nécessaire et suffisante pour que 2z, et z, soient orthogonaux est que
z,02,=0.

2. Une condition nécessaire et suffisante pour que z, et z, soient paralléles est que z,xz, =0.
3. La longueur de la projection de z, sur z, est |2, o z,|/]2,].

4. Laire du parallélogramme ayant 2, et 2, pour cdtés est [z, x z,|.
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COORDONNEES COMPLEXES CONJUGUEES

Un point du plan complexe peut étre repéré par ses coordonnées rectangulaires (x, y) ou po-
laires (r,0). On peut opérer de beaucoup d’autres maniéres. L’une d’entre elles utilise le fait que

i

X =3

— 1 - . i -
(z +2),y= ;(2 —z) ou 2z =x + iy. Les coordonnées (2, 2) qui déterminent un point sont
i .
appelées coordonnées complexes conjuguées, ou plus brievement coordonnées conjuguées [voir pro-
blemes 43 et 441},

ENSEMBLES DE POINTS

Toute famille de points du plan complexe est appelée un ensemble de points (de dimension
deux), et tout point de cette famille est appelé un élément de P’ensemble. Les définitions fonda-
mentales qui suivent sont données ici pour servir de référence.

1. Voisinages. Un delta, ou 8, voisinage d’un point 2, est 'ensemble de tous les points z
tels que |z —2,| <6 ou & est un nombre positif donné. Un & voisinage pointé de z, est
un voisinage de z, dans lequel le point z, est omis, i.e. 0 <|z—2z,| <5?.

2. Points limites. Un point 2, est appelé point limite ou point d’accumulation d’un ensemble
de points S si tout & voisinage pointé de z, contient des points de S.

Comme § peut étre un nombre positif quelconque on en déduit que S doit avoir néces-
sairement une infinité de points. On notera que z, peut appartenir ou non a S,

3. Ensembles fermés. Un ensemble S est dit fermé si tout point d’accumulation de S appar-
tient a S i.e. si S contient tous ses points d’accumulation, Par exemple ’ensemble des
points z tels que |z| <1 est un ensemble fermé.

4. Ensembles bornés. Un ensemble S est dit borné si ’on peut trouver une constante M telle
que |z| <M pour tout point z de S. Un ensemble qui est a la fois fermé et borné est
souvent appelé compact.

5. Intérieur, extérieur et points frontiéres. Un point z, est appelé point intérieur d’un ensem-
ble S si ’'on peut trouver un 8 voisinage de 2z, dont tous les points appartiennent a S Si
tout & voisinage de 2z, contient des points appartenant a S et aussi des points n’apparte-
nant pas a S, alors 2z, est dit point frontiere. Un point qui n’est ni point intérieur ni
point frontiére de S est appelé point extérieur.

6. Ensembles ouverts. Un ensemble ouvert est un ensemble qui ne possede que des points
intérieurs. Par exemple, I’ensemble des points z tels que |z]| << 1 est un ensemble ouvert.

7. Ensembles connexes. Un ensemble ouvert S est dit connexe si deux points quelconques de
S peuvent étre joints par un chemin formé de segments de droites (i.e. un contour poly-
gonal) dont tous les points appartiennent a S

8. Réunion et intersection d’ensembles. Un ensemble formé de tous les points appartenant a
Pensemble S, ou a 'ensemble S, ou a la fois aux deux ensembles S, et S,, est appelé
la réunion de S, et S, et est noté S, + S, ou S, US,.

Un ensemble formé par tous les points appartenant a la fois a S, et a S, est appelé
lintersection de S, et S, et est noté $; S, ou §;MN §,.

9. Complémentaire d’'un ensemble. Un ensemble formé par tous les points n’appartenant pas
a S est appelé le complémentaire de S et est noté S.

10. Ensemble vide et sous-ensembles. Il est commode de considérer un ensemble ne contenant
aucun point. Cet ensemble est appelé I’ensemble vide et est noté @.Si deux ensembles S,
et S, n’ont aucun point en commun (dans ce cas on les appelle disjoints) nous noterons
cette propriété en écrivant S, N S, = 0.



8 Variables complexes

Tout ensemble obtenu en choisissant quelques points de S ou tous les points de S,
est appelé un sous-ensemble de S. Si nous excluons le cas ou tous les points de S sont
choisis, I’ensemble obtenu est appelé un sous-ensemble propre de S.

11. Ensemble dénombrable. Si tous les éléments d’un ensemble peuvent étre placés en corres-
pondance biunivoque avec les entiers 1, 2, 3,..., 'ensemble est dit dénombrable ; dans
le cas contraire il sera dit non dénombrable.

Les deux théorémes suivants sont importants dans la théorie des ensembles de points.

1. Théoréme de Bolzano -Weierstrass. Tout ensemble infini et borné a au moins un point
d’accumulation.

2. Théoréme de Heine-Borel. Soit S un ensemble compact dont chaque point est contenu
dans au moins un des ensembles ouverts A;, A,,... [qui sont dits former un recouvre-
ment de S] ; alors il existe un nombre fini d’ensembles A, A,... qui recouvrent S.

Probléemes résolus

OPERATIONS FONDAMENTALES SUR LES NOMBRES COMPLEXES

1. Effectuer chacune des opérations indiquées.
(@ B+2) +(—T—i) = 3—T+2 —i = —4+i
By (—T—D+B+2) = —T+3~—i+2 = —-4+3
Les résultats (a) et (b) illustrent la commutativité de 1’addition.
(¢) B—6))—(2i—7) = 8—6i—2{+7 = 15— 81
@) 6+3)+{(=1+2)+(7T—5)} = 5+3) +{~1+2i+7— 51} = (5+3)+(6—3) = 11
() {(G+3) + (=1+2)}+ (T—5)) = (5+3i—1+2) +(T—5i) = (4+5) + (T—5i) = 11

If

Les résultats (d) et (c) illustrent D’associativité de 1’addition.

() (2—380(d+2) = 2(4+2) —3id+2) = 8-+-4i—12{—6i2 = 8-+ 4i— 12+ 6 = 14 — 8
(9) @+20)(2~3i) = 42—3) +2i(2—3) = 8 —12{+4i—6i2 = 8 — 121+ 4i+ 6 = 14 — 8
Les résultats (/') et (g) illustrent la commutativité de la multiplication.

(h) (2—={(—3+20)(5—4i)} = (2—i){—15+12{+ 10i — 8i2}

(@—9)(—7+22i) = —14 + 44i + Ti — 22{2 = 8 + 51¢
() {@—i(=3+20)1(5—4i) = {—6+4i+ 3i— 2i2}(5— 4i)
= (—44 75— 4i) = —20 + 16i + 35i — 28(2 = 8 + 515

Les résultats (h) et (i) illusirent ’associativité de la multiplication.
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(G) (—1+2){(T—5) = (=3+4)) = (—1+2)d—1) = —4+i+8 —2i2 = —2+ 09
Autre meéthode (=1 4+ 20{(7T—57) + (=3 +4i)} = (—=1+2)7—5) ~ (-1 +2)(—3+4)
= {—T+B5i+14i— 102} + {3 — 4i— 6i + 82}
= (34190 4 (=5—10i) = —2 + 9
Ceci illustre la propriété de distributivité.
3—2 3—2{ —1—1 —8—381+2/+ 2i2 —5—1

5 1.
k = . = = — = —= - =
W) T A+ —1—4 1—i2 2 PR

Autre méthode, Par définition (3 — 2i)/(—1 + i) est le nombre ¢ + bi, ol ¢ et b sont réels, tel que
(=1 +H@+bi)=—a-b+(@—b)i=3—-2{ Dot —a—~b=23,a~b=2cet'on obtient en résol-

vant, ¢ = — 5/2, b = —1/2 soit a + bi = — 5/2 — /2.
p BB 20 545 314 20 4-—3i
O 3= " 773 T 3—43F4 118 4o
_ 15420i+15i+202 80600 _ 5386 , 80—60i _ g
N 9 —16i2 16 —9i2 25 25
( )31;30_2'19 3G — (29 3(=1)15— (—1)%
LT 2i—1 - “1+2
_ —3+i —1-2 _ 83+46i—i—2% _ B5+bi _ 4 .
T+ —1-20 T 1— 442 5
. . . 1 3 . . .
.Sz, =24+, 2, =3—2iet 23 =— E +-7 i, évaluer chacune des expressions suivantes.
(@) [82y—42y] = |32+ —43—2)] = |6+3/—12+8i|

Il

8110 = V(62 (112 = V157

(b) A —3822+42,—8 = 2+ —3@+0)2+4(2+1) — 8
(2% + 3(2)2() + 3(2)(1)2 + i3} — 3(4+4i+1i2) + 8 + 4{ — 8

= 84121 —6—i—12—120+ 3+ 8+ 4i—8 = —7 4+ 3i
—— ————\ 4
(C) (2)4 = _l*@\\ = _1_ﬁ1\4 = F/——l—@-'L ‘7
3 2 2 2 2 ') e 2
. , ]
_ [1%@#%} <_1+£%i\; 1V 3, L 1 V3,
4 2 4 2 2 4 2 4 2 2
220 +2 —5—1i . ’2(3—2i)+(2+-{)—5—i"-
S [y gy 2240 —(3—2) +3—i

32

3—4i _ [3-4i2 (VP H(=92)?
{“3{ 48 R ER)

. Déterminer les nombres réels x et y tels que 3x + 2iy —ix + 5y = 7 + 5i.

L’équation donnée peut &tre écrite sous la forme 3x + 5y + i(2y — x) = 7 + 5i. D’ol en égalant les par-
ties réelles et imaginaires 3x + 5y = 7, 2y — x = 5 et en résolvant ce systéme, x = — 1, y = 2,

1+ 2y, (D) ziza = 2|22

™2

. Démontrer que (a) z +2z; =

On pose 2y = xy+ iy;, #; = &g+ iy, DOl

(@) 2p+2zy = 2y + iy F g+ Yy = @+ @+ Wyt ys)

= @ Fay— YTy = X~y Ty —iyy = xy Ty Fayt iy = ZH 2
(0) lzzs] = (@ +iy)les + iy | = @@y — viys + i(0yy + yy%9) |
= V(s —y12)? T @e Hyme)? = V(- y)(ad+ed) = Vel -2 Val+ 3 = [z lef
Auire méthode.
121222 = (2122) (F172) = #28idy = (2)(37) = |21z or  zizy = a2z

ol nous avons utilisé le fait que le conjugué d’un produit de deux nombres complexes est égal au produit
des conjugués de chacun des facteurs (voir probléme 55),
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REPRESENTATION GRAPHIQUE DES NOMBRES COMPLEXES. VECTEURS.

5.

Effectuer les opérations indiquées, a la fois analytiquement et graphiquement.

(@) (38+4i) + (5+2i), (b) (6—2i) — (2—50), (¢) (-3 +5i) + (4+2i) + (5—30) +
(—4 — 65).

(@) Analytiquement. (3 + 4i) + (5 + 2i)

3+5+414+ 2 = 8+ 67

Graphiquement, Représentons les deux nombres complexes par les points Py et P, comme dans la figure 1-7
ci-dessous. Complétons le parallélogramme de cOtés adjacents OP; et OP,. Le point P représente la somme
8 + 6i des deux nombres complexes donnés. On notera la similitude avec la loi d’addition des vecteurs

OP; et OP, ; pour cette raison il est souvent commode de considérer un nombre complexe ¢ + bi comme

un vecteur de composantes ¢ et b sur les axes des x et des y,

Y Y
i P, 1
~
e~
I~
\\\
\ 1 5P
w AN
);‘ + o // \
= i \
- / \
SRR N WA
% \
T \
1 P,
Fig.1-7 Fig.1-8
(b) Analytiquement. (6—2i) —(2—5i) = 6 —2—2{+5;i = 4 + 3§

(c)

Graphiquement, (6 —29)~(2—51) = 6—2{+(-2+5i). Nous additionnons alors (6 — 27) et (=2 + 5i)
comme dans (g). Le résultat est donné par OP dans la figure 1.8 ci-dessus.
Analytiquement,

(=3+50) + (4+2) + (5—3) + (—4—6i) = (~3+4+5—4) + (5 +2i— 3i — 63)

2 - 2i
Graphiquement. Représentons les nombres & additionner par z;, z,, z3, z4 respectivement. Ces nombres sont
représentés graphiquement dans la figure 1-9. Pour trouver la somme demandée procédons ainsi qu’il est in-
diqué figure 1-10. Construisons le vecteur z, ayant pour origine 'extrémité du vecteur z7. On construit
ensuite le vecteur z3 ayant pour origine I'extrémité de z, puis z, dont lorigine est extrémité de z3. La
somme demandée, souvent appelée la résultante, est le vecteur OP dont Porigine est Porigine de z; et dont
Pextrémité est I'extrémité de z4, ie. OP =z, + 2z, + 253 + 24 = 2 - 2i,

Fig. 1-10
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6. Si z; et z, sont deux nombres complexes donnés (vecteurs) Y
tels que dans la figure 1-11, construire graphiquement

(a) 82, —2z,, (b) T2,+% 2.

(¢) Dans la figure 1-12 ci-dessous, 04 = 3z; est un vecteur ayant 2y
une longueur triple de celle de z;, méme direction et méme sens. z

OB = — 2z, est un vecteur de longueur double de celle de 2y
z,,méme direction et sens opposé.

Alors OC = 04 + OB = 3z — 2z,.

Fig.1-11
C Yy
i \\\\
”~ ~
e o\ ~
7~ By \\
e -
B ‘A 4
) .
\ s
22 \ @
0
Fig.1-12 Fig.1-13

() Le vecteur cherché (nombre complexe) est représenté par OP dans la figure 1-13 ci-dessus.

7. Montrer que (a) |z +2:| = Jou| + (2], () [prt+ 22+ 2] = |2 + 2o + |2, (0) |-z =
|z1) — |22| et donner une interprétation graphique.
(¢) Analytiquement. Soit z; =x, + iy, et z; = x5 + iy,. Nous devons alors montrer que
Vigg+ 222 + (y +y2? = Vai+y2+ m
En élevant au carré les deux membres, ceci sera vérifié si
(it @) + Gty S ot +ui + 2Vl yDEi el +of vk
Le. si wwy + vy = Vel 1) + )

ou si (en élevant encore au carré les deux membres) :

wial + 2wwoiye + vivd = ddad + olyd + yivd + viv

IA

ou 2x,%9y 1Yy = w3yd + y2x2

Mais ceci est équivalent a (x;y, — x2y1)2 = 0 qui est vrai. En remontant les étapes du raisonnement, ce
qui est possible, on trouve le résultat demandé.

Graphiquement. Le résultat provient graphiquement du fait que [zy|, |25, 1z; + z5!| représentent les lon-
gueurs des cdtés d’un triangle (voir figure 1-14) et que la somme des longueurs de deux cdtés d’un triangle
est supérieure ou égale & la longueur du trojsiéme coté.

2

| z
0
Fig.1-14 Fig.1-15
(b) Analytiquement. A ’aide de (a)
Lz +2at2z3] = lzg+ (T2 = lagf + |zat ezl =z + |2l + 23]

Graphiquement, Le résultat est la conséquence de la propriété géométrique qui établit que dans un plan
la ligne droite réalise le trajet le plus court entre deux points O et P (voir fig. 1-15).
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(¢) Analytiqguement. A 1’aide de (a), |z;] = |z, —z3 + 25} § |2y — 2ol + |z5]. Dol |z, — z;,] 2 lz;1—12,].
Un résultat équivalent obtenu en remplagant z, par —z, est |z; + z5| Z [zi]— 12,1

Graphiquement. 1l est équivalent d’établir quun cbté d’un triangle a une longueur supérieure ou égale a
la différence des longueurs des deux autres cotés.

Y
. Soit 2z, et z, les nombres complexes associés aux A(xy,yy)
points A (x,,y,) et B(x,, y2). (a) Quel est le nombre ' ‘\\\
complexe associé au vecteur AB ? (b) Trouver la dis- 2 ~ B
tance séparant les points A et B. (2 ¥2)
(a) D’aprés la figure 1-16, OA + AB = OB soit %2 z
AB = OB — OA = z, — z, 0

= (my+1iys) — (@ T iyy)

= (=) + Wy — ) Fig. 1-16
(b) La distance séparant A et B est donnée par

|AB| = Hwp— ) + i(yz_?h)l = \/(3'32_-701)2 + (¥a—yy)?

. On considére les nombres complexes z; = x; + iy,, 2, = x, t iy, représentant deux vecteurs

non paralléles. Si a et b sont des nombres réels (scalaires) tels que ez, + bz, = 0, montrer que
a=0et b=0.

La condition imposée az; + bzy = 0 est équivalente & a(x; +iy() + b(xy +iyy) =0 ou ax; + bx; +
ilay; T by,)=0. Dol ax; + bx, =0 et ay; T by, = 0. Ce systeme admet la solution a =0, b =0 si
yi/xy Fya/x, cest-a-dire si-les vecteurs ne sont ni colinéaires, ni paralléles.

Montrer que les diagonales d’un parallélogramme se ¥
coupent en leurs milieux.

Soit 04 BC [Fig. 1-17] le parallélogramme donné dont les A
diagonales se coupent en P,

Puisque z; + AC=2z,, AC=12z, —zy. Dot AP=m(zy—2;)
avec 0 § m 5 1. % P

Puisque OB = z; +2z,, OP = n(z; +z,) avec 0 S n < 1,

Mais O4 + AP = OP, ie. zy + m(zy — z;) = n(z; + z,) x
ou (1l —m ~n)zy + (m~—n)zy =0. Dol en utilisant le pro- % C

bléme 9, 1 —m —n=0, m — n=10 soit m=%~, n= %et donc
P est le milieu de chacune des diagonales. Fig. 1-17

Trouver ’équation de la droite qui passe par deux points donnés A (x;, y,) et B(x,,y,).

Soit z; = x, +iy; et z = x5 + iy, les nombres complexes
associés a 4 et B. Notons par z=x + iy le nombre complexe Y
associé a4 un point P quelconque de la droite joignant A4 et B. A

D’aprés la figure 1-18,
OA + AP = OP ou 7, +AP =2, ie AP =2—z 2 P
OA+AB = OB ou 2, - AB = 2,, i.e. AB = z,— 7 2 B

Puisque AP et AB sont colinéaires, AP = rAB ou z — z; = Z2 z
t(zy —zy) avec t réel, et I’équation demandée est 0

2 = z;+tzy—z) ou 2 = (1—tz; + tzy

Fig.1-18
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En utilisant le fait que z; =x; + iy, z3 = x, T iy, et z = x + iy ceci peut étre écrit sous I'une des deux

formes
T Xy Y=Y
x —xy = Hry—xq), - = (Y, — ou =
1 (g 1), Y Y1 (Yo — 1) oy — Ty

La premiére forme est appelée Péquation paramétrique de la droite et ¢ est le paramétre.
Autre méthode. AP et PB étant colinéaires il existe des nombres réels m et n tels que

mAP = nPB ou m(z —~zq) = n(z, — 2)
mzy + nze Mmxy + nxy nmyy = Ny,

Soit en résolvant = T e ou X T, Y =

m+n m+n m -+ n

12. Soit A(1, — 2), B(—3,4), C(2,2) les trois sommets B
d’un triangle ABC. Trouver la longueur de la médiane
issue de C. ¢

Les nombres complexes associés a A, B et C sont respective-

ment z; =12,z =—3+4iet z3 =2+ 2i Alors d’aprés la T '
figure 1-19,
A

AC = z3— 2 = 22— (1—2) = 14 4
BC = 2+20—(=3+4) = 5-2i
AB Z2g—2zy = =3 +4i — (1—2i) = —4 + 6i Fig.1-19
AD = lAB = $—4+6) = —2+4 3¢ car D est le milieu de 4B
AC+CD = AD ou CD = AD—-AC = —2+3i—(1+4i) = —-3—1.
La longueur de la médiane CD est donc |[CD| = |—3 —i] =4/10.

il

Z3 —

X3
M)

il

13. Trouver I’équation (a) d’un cercle de rayon 4 centré en (—2, 1), (b) d’une ellipse de foyers
(—3,0) et (3,0) dont la longueur du grand axe est 10.

(a) Le centre peut &tre représenté par le nombre complexe — 2 +i. Si z est un point quelconque du cercle
[Fig. 1-:20], la distance de z a — 2 + | est

z—(—2+0)] = 4
Alors |z + 2 — i| = 4 est I’équation demandée. En coordonnées cartésiennes on obtient
x+2)+iy—1' = 4, te. (x+2)2+ (y—12 = 16
Y y
¥4
4 ¥4

(-2, 1) x 7 x

\/ / (=3,0) 3,0)

Fig.1-20 Fig.1-21

(b) La somme des distances d’un point quelconque z de ’ellipse [Fig. 1-21] aux deux foyers est égale a 10.
L’équation demandée est donc

z4+3 + z—3] = 10

En coordonnées rectangulaires ceci se réduit a x2/25+ p2/16 = 1 (voir probléme 74).

FONDEMENTS AXIOMATIQUES DE LA THEORIE DES NOMBRES COMPLEXES.

14. En utilisant la définition d’un nombre complexe comme un couple ordonné de nombres réels
et la définition de la page 3, montrer que (a, b) =a(1,0) + b(0,1) avec (0,1) (0,1) = (—1,0).
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A partir de la définition de la somme et du produit de la page 2 nous avons
(a,b) = (a,0) + (0,b) = a(1,0) + 5(0,1)
(0,1)(0,1) = (00 — 11, 0=1+1-0) = (-1,0)

En identifiant (1,0) avec 1 et (0, 1) avec i, nous voyons que (z, b) = a *+ bi.

ol

15. Siz =(a,,by), 2, =(ay, by) et z3 = (a3, b3) démontrer la distributivité z, (2, + 23) =
212, + 2,235,
Nous avons z,(zp+235) = (ay,b){(az by) + (a3, b3)} = (a1, b1)(as+ a3, by + by)
{ay{ag + ag) — by(by+ b3), ay(by + b3) + by{ay + ag)}
(a,ay — byby + aya3 — b1bg, a1by + biay + a,bs + biay)
(@103 — byby, arby +b1as) + (aya3— b1bs, aiby+ biag)
(ag, b)(ag, by) + (ay, by)(as, by) = 225 + 2425

FORME POLAIRE DES NOMBRES COMPLEXES.
16. Mettre chacun des nombres complexes suivants sous forme polaire.

(@) 2+2+/31.
Module ou valeur absolue, r = |2+ 2V34| = V4 +12 = 4.

Amplitude ou argument, § = Arc sin 2 v/3/4 = Arc sin \/3/2 = 60° = z
/3 (radians).
Donc
2+ 237 = r(cos6 + ising) = 4(cos60° + i sin 60°)
= 4(cos7/3 + i sin 7/8)
Le résultat peut aussi étre écrit a ’aide de la formule d’Euler sous la forme 4e™13,
Y
(b) —5 + 5i
r = |=5+5i| = V25725 = 5V2 ol NV g
o = 180° — 45° = 135° = 3-/4 (radians) 48 \ 2
-5
d’oli ~5 + 5i = 5V/2(cos 135° + isin 135°)
Fig. 1-23

= 5V/2cis 37/4 = 52 e37i/4
Yy
() —V6—V2i L r\%o ]
r = I VE-VEi] = V5T = 22 v
¢ = 180° + 80° = 210° = 7z/6 (radians) il 90’ -
Qo —V6—V2i = 2V/2(cos 210° + isin 210°)
2V2 cis T7/6 = 2V/2 eTmi/6

oY
. N
@ - O z

Fig.1-24

r = |-3 = |0-38i| = Vo9 = 3
-3
) 6 = 270° = 3r/2 (radians) j
d’ols ~—31 = 3(cos 37/2 + isin 37/2)

3 cis 37/2 = 3e3T/2 Fig.1-25

17. Représenter graphiquement chacun des nombres complexes suivants : (@) 6 (cos 240° + isin 240°),
(b) 4e 311'1'/5’ (C) Qe —mi[4
(a) 6(cos 240° + 7 sin 240°) = 6 ¢is 240° = 6 cis 47/83 = 6 ¢imi/3
peut étre représenté graphiquement par OP dans la figure 1-26.

A partir du vecteur OA4 de longueur 6, porté par I’axe x'Ox et de méme sens que celui-ci, nous pou-
vons obtenir OP par une rotation de 240° dans le sens direct. En général reif représente un vecteur obtenu
en faisant tourner un vecteur de longueur » porté par I'axe des x, de méme sens, d’un angle 8 dans le

sens trigonométrique.
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Y 0] Y
S
B P
/‘\ 6 x [¢] 2 - x
0 A A , 450 A
6 \00
2
p x
o) P
Fig.1-26 Fig.1-27 Fig.1-28
(b) 4 ¢37/5 = 4(cos 3#/5 + i sin 37/5) = 4(cos 108° + i sin 108°)

est représenté par OP dans la figure 1-27 ci-dessus.
(o 9 =i/t = 2{cos(—m/4) + isin(—7/4)} = 2{cos(—45°) + isin(—45°)}
Ce nombre complexe peut é&tre représenté par le vecteur OP de la figure 1-28 ci-dessus. Ce vecteur

peut é&tre obtenu par rotation du vecteur OA, de module 2, porté par 'axe des x et de méme sens que
celui-ci, d’un angle de — 45°.

18. Un homme parcourt 12 km dans la direction Nord. Est, BY
20 km 30° Ouest vers le Nord puis 18 km 60° Sud de
la direction Ouest. Déterminer (a) analytiquement, (b)
graphiquement, a quelle distance et dans quelle direction I; ':mQ
il est de son point de départ.

(a) Analytiquement. Soit O le point de départ (voir Fig. 1-29).
Les déplacements successifs sont alors représentés par les vec- Fig.1-29
teurs OA, AB et BC. Le résultat de ces trois déplacements
est représenté par le vecteur
0C = OA+ AB + BC

D’autre part OA = 12(cos 45° + i sin45°) = 12 ¢mi/4

AB = 20{cos (90° +30°) + i sin (90° + 30°)} = 20 ¢27i/3
BC = 18{cos (180° 4 60°) + 7 sin (180° + 60°)} = 18 ¢47i/3
d’ou
OC = 12¢emi/4 + 20 27i/3 + 18 edmi/3

{12 cos 45° + 20 cos 120° + 18 cos 240°} + {12 sin 45° + 20 sin 120° + 18 sin 240°}
{(12)(V2/2) + (20)(—1/2) + (18)(—1/2)} + {(12)(V2/2) + (20)(V/3/2) + (18)(—V/3/2)
= (6VZ—19) + (6V2+ V3)i
Si rlcoss + ising) = 6VZ — 19 + (6V2 + V3)i, alors r = \/(6\/5-—19)2+(6\/§+\/§)2 =
14,7 approximativement et § = Arccos (6 \/2—— 19)/r = Arc cos (— 0,717) = 135°49" approximativement.

L’homme est donc 4 14,7 km du point de départ dans la direction 135°49' — 90° = 45°49" a I'Ouest
du Nord.

(b) Graphiquement. En utilisant une unité de longueur convenable telle que PQ de la figure 1-29 qui représente
2 km, et un rapporteur, on construit les vecteurs OA, AB et BC. Alors en déterminant le nombre d’unités
portées par OC, et I’angle que fait OC avec I'axe des y, on obtient approximativement le résultat de (a).

FORMULE DE DE MOIVRE
19. Si 2z = 7i(cosfi+ising) et 22 = r2(cosfe + ¢ sin6s), démontrer que :

(@) 2122 = 7172 {cos (61 + 82) + isin (61 + 62)}

21 1 ..

AN — — 0)1Y.

(b) 7 = {cos (1 — 62) + isin (01— 02)}

(@) 22z, = {ri(cosd, + isin 61)}{ro(cos 6, + i sin 65)}

r7o{(cos 8; cos §, — sin 6, sin 8;) + i(sin g, cosdy + cosé; sin 6,)}
rro{cos (8, + 63) + isin (6, + 62)}

it

il
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ri(cos 4y + 1 sing;) (cos 6, — isingy)
r5(cos 8, + i sin §y) (cos 6, — 7 sin 4,)

b =
(b) 7
1 j(cos 6, cos 8, + sin 6, sin ¢,) + i(sin g, cos @, — cos 6, sin 6,))
7o) cos? 6, + sin? g, f
1 .
= —{cos (8, —6y) + isin(6; —65)}

2

r
i6 . , . . . iel = i02
En utilisant la formule d’Euler e’ = cosf + isin 8, le résultat établit que si z, =re et z, =rye %
. et S
alors zyz, = ryrg i@ty et L = 171 Tgice—0p,
Z9 7y €02 79
20. Démontrer la formule de De Moivre (cosf + ising)® = cosnd +isinnd dans laquelle n est

un entier positif quelconque.

Nous utiliserons le principe d’induction mathématique. Supposons le résultat vrai pour une valeur particu-
liére k, c’est-a-dire supposons (cos @ + isin 6)% = cos kO + isin k6. En multipliant les deux membres de cette
égalité par cos 6 -+ {sin 4, nous trouvons alors

(cos ¢ + ising)ktl = (coske + i{sinké)(coso +isins) = cos(k+1)6 + isin(k+ 1)s

3 T’aide du probléme 19. Donc si le résultat est vrai pour n = k, il est aussi vrai pour n = k + 1. Mais le ré-
sultat étant évident pour n = 1, il est aussi vrai pour n =1+ 1= 2 et n =2+ 1 = 3, etc,, il est donc vrai
pour tous les entiers positifs.

iﬂ)n z'nG.

Ce résultat est équivalent a (e =e

21. Démontrer les identités (o) cos56 = 16 cos®d — 20 cos®4 + 5 cos; (b) (sinbd)/(sing) =
16 cos*f — 12 cos?d + 1, if 6+ 0, =r, £2m, .. ..

On utilise la formule de bindme

(a_;_b)n = qn + (?)an—lb + (g)an—ZbZ 4o & (2)(1""’1)7 4+ e - opn
1
ol les coefficients (%) = M_nn-’;r—)" également notés C;,sont appelés coefficients du binéme. Le nombre
n ! ou factorielle n est défini comme étant le produit 1,2,3,...,n et 'on pose 0! = 1.

A l’aide du probléme 20, avec n = 5 et au moyen de la formule du bindme,

(cos 6 + i sin g)5

I

cos 56 + <sinbe
= cosf4 + (3)(coste)(ising) + “{Sh)g’ggs?i §)(i sin 6)2
+ (3)(cos2g)(i sine)3 + (Z)(\'cqsz)(z‘ sin 6)* + (i sing)®

= cos®4 + Hicostdsing — 10 cos3¢ sin?eg
— 10icos?2g sin®e + 5 cosg sinte <+ 7sinde
= cos®9 — 10 cos®g sin®6 + 5 cosé sinte

4+ (5 costo sing — 10 cos?4 sin3 e + sind 8)

d’ol
(a) cosbe = cos®s — 10 cos®g sin26 + 5 cosé sinte
= cos’9 — 10cos?6 (1 —cos26) + 5 cosé (1 — cos?g)?
= 16cos®9 — 20 cos39 + b5coseg
et
(b) sinb9 = 5Scostesing — 10 cos?d sind3¢ + sinde
ou .
55;5: = becoste — 10cos?¢sinZ¢ + sintg
= becost¢ — 10 cos26 (1 —cos?8) + (1 — cos?g)?

= 16coste — 12cos2¢ + 1

pourvu que sing ¥ 0, ie § ¥ 0,*7, £27,....

ei9+e—i8 eiﬂ_e—io
' (b)) sinf = ———.
2 (0) 27

(1) € = cosé + isins, (2) e % = cose —1isineg

22. Montrer que (g) cosfd =

Nous avons



23.

24.

25.

26.
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(a) Par addition de (1) et (2), ¢ 4+ ¢—i0 = 2 aosé ou cosg = iret
2

(b) En retranchant (2) et (1), el — g~10 — 92{ging ou sing = 9%
i

Démontrer les identités (a) sin®*4 = % sing — 1 sin36, (b) cos*d = 4 cosdf + §cos2f + §.

. . 3
. . 0l — g—i6Y (el — —i6)3 1 ) o . : . .
(a) sin3s = <T/ = v — _E{(ezep — 3(i®)2(e= ) + 3(elB)(¢—0)2 — (g—i6)3)
= _l'(ew — 3¢i6 + 3¢—i0 — ¢—3i6) = 3 <M> _1 <e3i6— e“Sie\
81 4 21 4 2i )
= §sin& -1y 36
- 4 1 sin
i6 4 9—19\4 (16 4 ¢~ i0)4
b 1, = (&T°€ = le'7Te
(b) coste < 5 ) 16
1 . . . , , .
= Té{(eze)4 + 4(e9)3(e10) + 6(e®)2(e—10)2 4 4(ei)(e—i6)3 4 (o—i8)%)
1 . o ) ) 1 /et + e—4i9\ 1 /e:)is + ¢~2i0 3
= = (e%i0 L 4e2if + 6 + 4e—2i¢ + o—4id — _< o — =
16 ¢ ¢ e ) 3 e ) T2l T > +3
1 1 3
= Zcosds + = 2
3 cos 5 cos 26 + 3
Y
Etant donné un nombre complexe (vecteur) z interpré- 4
ter géométriquement ze'® ou « est réel.
B
Soit OA le vecteur de la figure 1.30 associé au nombre com- o i
plexe z = re'®. Alors , ] =re
zelCl
20l = peife it — peil8+a) \? X
0
est le vecteur OB.
La multiplication d’un vecteur z par e™® revient donc a lui )
faire subir une rotation d’un angle a dans le sens direct. Nous Fig.1-30
pouvons donc considérer ¢! comme un opérateur de rotation.
Montrer que e = e®+%¥m =10, x1, £2, ...
ei(0+2km) = cos (84 2kr) + isin (6 + 2k7) = cosé + isine = e
Evaluer chacune des expressions suivantes
(a) [3(cos 40° + isin 407)}[4(cos 8B0° + 7sin80°)] = 3-4[cos (40° + 80°) + isin (40° + 80°)]
= 12(cos 120° + < sin 120°)
/ 3
12 f\—l+%z’> = —6 + 634
(2 cis 15°)7 128 cis 105° = 9 cis(105° — 135°
(4 cisd5%)% 64 cis135° cis )
= 2[cos (—30°) + isin(—30°)] = 2[cos30° —isin30°] = V3 — i
. 10 - 10
i 3
() <—1+—@ _ 28809 LT oo = eie12000 = cisizoc = —L 4 Y3,
1—+/34 { 2 cis (—60°) 2 2

Autre méthode :

<1 + \,/gz'\\‘m _ < 2e’7i/jd>10 = (2RI = e20mi/3
—_ —ri/s
1-V3i/ 2e 1, V8,

—=  gbmig2ui/3 = (1)1COS (27/3) + isin (2‘”/3)] = 2 + 2_1'

17
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27. Montrer que pour des déterminations convenables (a) arg(z,z,) = arg 2, t argz,,
(b) arg(z,/z,) = argz; — argz,.

Soit z; = 7y(cosé; +ising,), 2, = ry(cosdy + ising,), Alors argz, = 8,, argz, = 6s.
(a) On tire de 21z = 7yry{cos (6, +6y) + isin(+6)}, arg(ziz) = 6, + 6, = argz; + arg z.
. 1 & . &0
(b) On tire de 7 = . {cos (6, —6,) + isin (s, —6,)}, arg <;) = 6, — 8y = argz; — argz,.

Du fait qu’il y a plusieurs valeurs possibles pour 0, = argz; et 02 = arg z,, nous pouvons seulement dé-
duire que les égalités ci-dessous sont vérifiées pour des valeurs convenables de argz, et argz,. Elles peuvent
ne pas I’étre pour les déterminations principales.

RACINES DES NOMBRES COMPLEXES
28. (a) Trouver toutes les valeurs de z telles que z2° = —32, et (b) préciser leur répartition dans le
plan complexe.
(a) Sous forme polaire, —82 = 32{cos (= + 2kz) + isin (z + 2k=)}, k =0, =1,%2, -7+,
Soit z = r(cos 8 + isin §). D’aprés la formule de De Moivre

25 = 7r3cosb56 + isinbs) = 82{cos (7 + 2ks) + i sin (7 + 2kn)}

et donc 75 =32, 56 = 7+ 2k, soit r=2, 6 = (r+2ks)/5, dou
_ ol /et 2ke (7= 2\
z = 2 ﬁ\cos <—~5—-—> + 1 sin K H /JJ

Si k=0, 2z = z; = 2(cos #/5 + i sin =/5).

Si k=1, z = 2y = 2(cos 37/5 + i sin 37/5).

Si k=2, z = 23 = 2(cos 5=/5 + isin 57/5) = —2.
Si k=3, 2 = 2, = 2(cos T7/5 + {sin Ta/5).

Si k=4, z = z5 = 2(cos 97/5 + i sin 9=/5).

En considérant ¥ = 5,6 ,... aussi bien que des va-
leurs négatives —1,—2,... on retrouve les cing valeurs
de z déja obtenues. Ce sont donc les seules solutions ou
racines de ’équation donnée. Ces cing racines sont appe-
lées racines cinquiémes de —32 et sont notées collective-
ment (—32) /5 En général, a!/" représente les racines
n-iémes de ¢ et il y en a n.

(b) Les valeurs de z sont indiquées dans la figure 1-31. On
notera qu’elles sont également réparties sur le cercle de
rayon 2 centré a l'origine. Il est équivalent de dire que
les racines sont représentées par les sommets d’un poly-
gone régulier,

Fig.1-31

29. Déterminer et représenter dans le plan complexe les racines demandées.
¥
(@) (—1+ 41/

—1+4 = VZ{cos(3r/4 + 2kx) + isin (3r/4 + 2er)) & <
Sa/4 + 2z 8x/4 + 2k | bl DR .
/
%3

(=1 +1/3 2176 £ cos <———— + isin <—~—————\ :

3 J 3 /| %
i 2.
Si k=0, 2z = 2U8(cos v/4 + isin «/4). v
Si k= 1, Zo

Si k=2, z

21/8(cos 117/12 + i sin 117/12).
28(cos 197/12 + 1 sin 197/12).

Il

. , , . Fig. 1-
Ces racines sont représentées dans la figure 1-32. 'g. 1-32
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(b) (—2V3 — 2014 !
—2V8—2i = 4{cos (7+/6 + 2kn) + isin (7=/6 + 2k=)}

}( / ~
(—2V/3—2))1/4 = 4144 cos | Tm/6 + 2kr 2k7> + isin <g6 + 2k7>1

19

\ \ 4 4 j
b x
Si k=0, 2 = V2(cos Tr/24 + i sin T~/24).
Si k=1, 2z = V2 (cos 197/24 + isin 197/24).
Si k=2, 23 = V2(cos31x/24 + i sin 31=/24).
Si k=3, z; = V2(cos 437/24 + i sin 43+/24).
Ces racines sont représentées graphiquement a la figure 1-33. Fig.1-33
30. Trouver les racines carrées de — 18 — 8.
Méthode 1.
—15 — 8 = 17{cos (6 + 2kr) + isin (o + 2k7)} ou cos§ = —15/17, sins = —8/17.
Les racines carrées de — 15 — 87 sont donc
V17 (cos 6/2 + i sin 6/2) 1)
et V17 {cos (8/2 + =) + isin (6/2 + 7)) = —V17 (cos 6/2 + 1 sin 6/2) (2)
De plus cos 6/2 = V(1 + cos6)/2 = =V(1 — 15/17)/2 = =1/y/17
sin /2 = =V — cos 6)/2 = =1 + 16/17)/2 = =4/\/17
Comme 0 est un angle du troisidme quadrant, 6/2 appartient au second quadrant. D’ou cos 0/2 = — 1A/17,
sin 8/2 = 4//17 et de (I) et (2) on déduit que les racines demandées sont — 1 - 4i et 1 — 4. Comme vé-
rification on note que (—1+4i)2 = (1 —44)2 = —15 — &i.
Méthode 2.
Notons par p + iq, avec p et q réels,une des racines demandées. Alors
(p+ig)? = p*— >+ 2pgi = —15 — 8i ou (3) p2—¢q2 = —15, (4) pg = —4
Substituant ¢ = — 4/p de (4) dans (3), il vient p? — 16/p* =—15 ou p* + 15 p* — 16 = 0, C'est-a-dire
(p2 +16) (p2 ~1)=0, soit p2=—16,p2=1. Comme pestréel p=2 1. De (#) sip=1,g=—4 ;si
p=—1, q = 4. Les racines sont donc — 1+ 47 et 1 —4i.

EQUATIONS ALGEBRIQUES

31.

32.

Résoudre I’équation du second degré az* +bz+c¢ = 0, a++0.

En faisant passer ¢ dans le deuxiéme membre et en divisant par a0, 22 + %z = —%
. b \? , , 2 2
En additionnant (—) [pour compléter le carré] 22 + kz + <.£’..\ = <4 /_b_
2a @ 2a./ a  \2a
D'od (L2 - P-dac
\ 2a 4q2
En prenant les racines carrées, .+ b = TV —dac
2a 2a
—b + Vb2~ 4ae
Et donc 2z = .___bi-2b—m
a

Résoudre I’équation 2>+ (20—3)z+5—1 = 0.

D’aprés le probléme 31, a=1, b=2i—3, c= 5 —1i et les solutions sont donc
) —b+\02—dae  —(2i—8) = V(2i—82—41)B—49 _ 3—2 =+—15—8i
2a 2(1) B 2
3 —2i % (1—49)

2 = 2—3 ou 1+1

en utilisant le fait que les racines carrées de — 15 — 87 sont *(1 — 4i) [voir probleme 30]. On vérifie que les

valeurs trouvées satisfont I’équation proposée.
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33.

34.

35.

36.

Variables complexes

Si le nombre rationnel p/g (ou p et g n'ont d’autre facteur commun que +1 et - 1, i.e. p/g
irréductible) est solution de ’équation algébrique aoz" + ¢12"7 '+ -« + @y = 0 OU Gg,8;,...,0y
sont des entiers montrer que p et g sont des diviseurs de a, et a, respectivement.

Aprés substitution de z = p/q dans I'équation donnée et multiplication par q”, il vient

app" + a;pvTlg 4t F ap_ Pt T+ apgt = 0 1)

Soit aprés division par p et passage du dernier terme dans le second membre
a. n
Pt +oapt g o apo gt = ———';)q (2
Le membre de gauche étant un entier il en est de méme pour le membre de droite. Mais » n’ayant pas de

diviseur commun avec g ne peut diviser g” et doit donc diviser a,,.

De méme en divisant (I) par ¢ et en changeant le premier terme de membre on trouvera que g divise ag.

Résoudre 6z* — 2528 4+ 3222 + 32z — 10 = 0.

Les diviseurs entiers de 6 et — 10 sont respectivement 1, £2, 3, £ 6 et £1, 2, £5 +10. D’ol, a
I’aide du probléme 33 les solutions rationnelles possibles sont = 1, £ 1/2, £1/3, £1/6, £2, £2/3, 5, £5/2,
+5/3, £5/6, £10, £10/3.

Par essais successifs nous trouvons que z =—1/2 et z = 2/3 sont solutions et donc le polyndme
(2z4+1) 3z —2)=62z2 —z — 2 est un facteur de 6z% — 2523 + 3222 + 3z — 10, I'autre facteur z2—4z+5
étant obtenu par division selon les puissances décroissantes. D’ol

624 — 2528 + 32224+ 32z — 10 = (622—2—2)(22—42+5) = 0
Les solutions de z2 — 4z + 5= 0 sont [voir probléme 31]

, = 4=VIE—20 _ 4xyV—4 4= _ o,
2 2 2

Les racines cherchées sont donc —1/2, 2/3, 2414, 2 — 1.

Montrer que la somme et le produit de toutes les racines de aoz” + @12" '+ -+ +an = 0
ou ao # 0, sont respectivement —a; jay et (—1)* a,, /a,.

Sizy,z;,...,2, sont les n racines, 1’équation peut étre factorisée sous la forme

aolz—z)(z—29) " (z—2,) = 0
La multiplication des différents facteurs montre que )
ag{e® — (2 + 29+ - F2p)a Tl + v+ (D222, = 0
On en déduit que —ag(zyF 2o+ +z2)=a; et ay(—L)"zzy -z, = a,, dou
Ztat ot = —afa, 2z zy = (Fhmagfag

qui est le résultat demandé.

Si p + gi est racine de ao2" +a12"" '+ - +a, =0 oU @y#0, ay,...,a, pet g sont réels,
montrer que p — qi est aussi racine.
Soit re’? la forme polaire de p + qi. L’équation devant &tre vérifide pour cette valeur,

ao,rn einé -+ al-,‘n—l ei(n—1)8 4 e 4+ an—ﬂ‘eie + o, = 0
En prenant les conjugués des deux membres

ao'r"e‘""’ + alrn—le—z(n—l)e + e 4+ an_lre—ie +a, = 0

nous voyons que re 10 = p — qi est aussi une racine. Le résultat ne s’étend pas aux valeurs de g, 21,...,a,
non réelles (voir probléme 32).

Ce théoréme est souvent énoncé sous la forme suivante : les racines d’un polyndme a coefficients réels
sont deux a deux conjuguées.
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LES RACINES né™es DE L'UNITE

37. Trouver toutes les racines cinquiémes de l'unité.

5 = 1 = cos2kr + isin2kr = 27 ou E=0,%1,%2,...
Donc s = cos _2"_5" + igin ﬁf: = 2kTi/5
]

ol il suffit de prendre k = 0, 1, 2, 3, 4 les autres valeurs conduisant a des répétitions.
Les racines sont donc 1, e27i/5 giwi/5 ¢b7i/5 ¢831'5,  §i I'on pose e2milS =

par 1, w, wz, w3, W,

w, elles peuvent &tre représentées

38. Sin=2,8,4,..., montrer que

277 v ™ - kil
(a) cos— + cosil— + cos§~ + o+ cosz(i——IL = -1
n n n n
. &, . é‘fz . 67 . 2(%—1)7 _
(b) sin—- + sin— + sin— + e+ sin—=—-—— = 0

Considérons ’équation z” — 1 =0 dont les solutions sont les racines n'°""* de T'unité,

1, 6277i/", e~!t7z'/ny eGrz’/ny o e2(n—1wi/n

D’aprés le probléme 35 la somme de ces racines est nulle. D’ol

1 + e2mi/n |- edmi/n ebmlin 4o . 4 e2n—Dmi/n = ()
ie.,
= — 1)z 1 : L 2m—1
1+ cosgz+ cosﬂ R cos—-———z(n DL is"sink-{—smﬁﬁ‘- +sm———(n LA 0
n n J | n n n

ce qui établit le résultat demandé.

PRODUITS INTERIEUR ET EXTERIEUR

39. Si 21 =38—4i{ et 22 = —4+ 31 trouver (@) z;02, (D) 21 X 2a.
(@) z1°25 = Re{#2,) = Re{(8+4i)(—4+2))} = Re{—24—Ti) = —24
Autre méthode. 7oz = (3)(—4) + (—4)(3) = —24
(0) 21 X zg = Im {512} = Im{B+4)(~4+3)} = Im{-24—7i}) = -7
Autre méthode. B Xz = B)3) = (—4)(—4) = -7

40. Trouver l’angle aigu formé par les vecteurs du probléme 39.

D’aprés le probléme 39 () nous avons cosé = 1R —24 = =2 - 096

7 Jzal 83— 41 '—4+30 25

L’angle cherché est donc Arc cos 0,96 = 16°16' approximativement.

41. Montrer que laire du parallélogramme de cotés z; et 2,
est |2, X z;].

Aire du parallélogramme [Fig. 1-34]

= (base) x (hauteur)
(|2}(12| sin g)
lzq] ‘25| sine = |2y X 2y

[

|
]
lh = |z|sing
|
!
11

23

Fig.1-34
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42, Déterminer I’aire du triangle dont les sommets sont ¥ Clx3, ya)
A(xy,y1), B(xy,y2) et C(x3,y3). 2
Les vecteurs d’origine C et d’extrémités A et B [Fig. 1-35]
sont respectivement représentés par
2y = (g —wg) + My — Y3)
(p — ®3) + i(y2 — ¥3) 0

2y

Az, yy)
Bfzy, y3) z

%2

L’aire d’un triangle de cdtés z; et z, étant la moitié de
Iaire du parallélogramme correspondant, nous avons au moyen Fig.1-35
du probléme 41 :

Aire du triangle = ‘% |2y X 25| = ‘% CIm (e — ) — Wy — ya) [(wy — xg) + (Yo — y3)1} |
31 (@ = x9)(y2 — yg) — (¥ — ys)(zp — 23) |
= % | #yys — Y1y + w3 — Yoty + Xaly — Y37y
# Yy 1
= 4||® y2 1]
w3 Yz 1

Il

sous forme de déterminant.

COORDONNEES COMPLEXES CONJUGUEES

43. Exprimer chacune des équations suivantes en coordonnées conjuguées (a) 2x +y = 5,
(b) x2 +y2 = 36.

(@) Puisque z =ax+1ty, 2 = x—1y, x=z+z .

2 YT Ty

iy .
2<"2"> + <"2iz> = 5 ou @i+1)z+ (2i—1)z = 10

L’équation représente une droite du plan des z.

Alors 2x+y = 5 devient

(b) Méthode 1. L’équation est (x-+4y)(x —iy) = 36 ou 2z = 36.

, . z+2 —2 —
Méthode 2. Substituant © = —5—, ¥y = 221.2 dans x2 +y2 = 36, on obtient zZz = 36.

L’équation représente un cercle du plan des z, de rayon 6 et ceniré a Vorigine.

44. Montrer que Péquation de tout cercle ou de toute droite du plan complexe peut &tre mise
sous la forme a2Z+ Bz + B2+ vy = 0 ou « et B sont des constantes réelles, § pouvant étre
complexe.

L’équation générale d’un cercle du plan des xy peut étre écrite sous la forme
A@2+y?)+Bx+Cy+D = 0
ce qui devient en coordonnées conjuguées
Azz + B z+2> <z—2> = ou Azz B, C B_C\, -
<2 + C Y + D 0 2z + 2+2i z+ g "% zZ+D = 0
§+ % = g et D=1 on obtient le résultat demandé.

En posant 4 = ¢,

Dans le cas spécial A =a =0 le cercle dégénére en droite. ‘

ENSEMBLE DE POINTS

45. Etant donné l’ensemble de points S : {i, i/2,i/3, i/4,...} ou plus briévement {i/n}; (a) S
est-il borné ? (b) quels sont ses points d’accumulation s’il y en a ? (c¢) S est-il fermé ?
(d) quels sont les points intérieurs et les points frontieres ? (e) S est-il ouvert ? (f) S est-il
connexe ? (g) S est-il un ouvert connexe ? (h) Quelle est la fermeture de S ? (i) Quel est
le complémentaire de 8 ? (j) S est-il dénombrable ? (k) S est-il compact ? (/) la fermeture
de S est-elle compacte ?
(@) S est borné car pour tout z de S, |z] < 2 (par exemple), i.e. tout point de S est intérieur a un cercle de

rayon 2 centré a l’origine.

(b) Comme tout voisinage pointé de z = O contient des points de S, z = 0 est un point limite ou d’accumu-
lation ; c’est le seul.
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On remarquera que si S est borné et infini, le théoréme de Bolzano-Weierstrass prévoit ’existence
d’au moins un point d’accumulation,

(¢) S nest pas fermé car le point d’accumulation z = 0 n’appartient pas a S.

(d) Chaque § voisinage d’un point i/n [ie. chaque cercle de rayon § centré en i/n] contient des points qui
appartiennent & S et des points qui n’appartiennent pas a4 S. Chaque point de S et méme z = 0 est un
point frontiére. S ne posséde pas de points intérieurs.

() S ne comprend pas de points intérieurs. S n’est donc pas ouvert. S n’est donc ni ouvert ni fermé.

(f) Si nous joignons deux points de § par un contour polygonal, il y a des points du contour qui n’appar-
tiennent pas a S. S n’est donc pas connexe.

(g) S n’est donc pas un ouvert connexe.

(h) La fermeture de S comprend ’ensemble S plus le point limite zéro, ie. {0, 1, ;— i, -;— i,...}-

(i) Le complémentaire de S est I’ensemble des points n’appartenant pas a S, ie. tous les points z # i, i/2,i/3,...

(/) 1l existe une correspondance biunivoque entre les éléments de S et les entiers naturels 1,2,3,... selon
le schéma ci-dessous

&,

1 1

DO
0O €0
N

1
¢
’ ) 1

S est donc dénombrable.
(k) S est borné mais non fermé. § n’est donc pas compact.

(1) La fermeture de S est bornée et fermée, elle est donc compacte.

46. Etant donné les ensembles A = (3,—¢,4,2+14,5}, B = {—1,0,-1,2+1¢}, C = (—V/21, &, 3).
déterminer (¢) A+B ou AUB, (b) AB ou ANB, (c¢) AC ou ANC, (d) AB+C) ou
AN(BUC), (e) AB+AC ou (ANB)U(ANC), (f) A(BC) ou AN(BNC).

(@) A +B=AUB est constitué des points appartenant 3 A ou 3 B ou bien aux deux ensembles et est donné
par {3, —i,4,2+1,5,0, —1}.
(b) AB ou A NB est constitué par les points appartenant a la fois a 4 et A B et est donné par {-1i, 2+ i}.
(¢) AC ou 4 NC = {3} ne comporte que I’élément 3.
(d) B+CouBUC = {—i, 0, =1, 2+1, —V2i, , 3}.
B+ gonc A(B +C)ou An(BuC) = {8, —i,2+1} contient les points appartenant alafoisaAd et a
() AB ={—i, 2+ i}, AC= 3 daprés (b) et (c). Donc AB + AC={—1i,2+i, 3}

De ce résultat et de (d) on déduit que A(B+C) = AB+AC ou An(BUC) = (4 NBYUMUNC(C),
qui illustre le fait que A, B, C vérifient la propriété de distributivité pour les opérations d’intersection et
d’union. On peut démontrer que ces ensembles vérifient beaucoup de propriétés de 1’algebre €lémentaire.
Ceci présente une grande importance théorique et pratique.

(f) BC=BNC = Q, 'ensemble vide, car il n’existe pas de point commun a B et a2 C. De méme A(BC)= Q.

PROBLEMES DIVERS

47. Un nombre est appelé nombre algébrique s’il est solution d’une équation algebrique
Q2" + 12"V s 12+ = 0 dans laquelle qq , a; ,...,a, sont des entiers. Montrer
que

(@) /3 ++/2Z et (b) /4— 2i sont des nombres algébriques.

(@) Soit z=+/3 + /2 ou z — \/2 =/3. Par élévation au carré, 22 -2+/2z+2=30uz—-1=22z
Au moyen d’une nouvelle éiévation au carré, z4 — 222 + 1 =822 ou z*% — 1022 + 1 =0 qui est une équa-
tion algébrique a coefficients entiers ayant \/54- \/3 pour racine. \/.5._+ 4/3 est donc un nombre algébrique.

(b) Soit z =& — 2i ou z + 2i = /4. Par élévation au cube 23+ 322(2i) + 32(20)2+ (21> = 4 ou B —12z—4 =
i(8 — 62z2). Par élévation au carré 26 + 12z — 8z% + 4822+ 962+ 80 = 0, équation algébrique a coefficients entiers
admettant \3/Z — 2i pour racine. \3/3— 2i est donc un nombre algébrique.

Les nombres qui ne sont pas algébriques, c’est-a-dire qui ne sont solution d’aucune équation algébrique a
coefficients entiers, sont dites transcendants. On a démontré que les nombres 7. = 3,14159... et e = 2,71828...
sont transcendants. Toutefois on ne sait toujours pas si des nombres tels que em ou e + 7 sont transcendants
ou non.
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z2—3
48. Représenter graphiquement ’ensemble des valeurs de z pour lesquelles (a) m—‘ =2, (b)|-———73

(@) L'équation donnée est équivalente 3 2—38| = 2|z+3. ou, si 2z = o+iy, |z+iy—3 =
20x + iy + 3], ie.
’ V=8 + 42 = 2@+ 32+ 2 y

Apres élévation au carré et simplification, ceci devient

224+ y2+100+9 = 0 ou (x+5)2+y2 = 16
ie. |z + 5| = 4, cercle de rayon 4 centré en (- 5, 0) repré-
senté a la figure 1-36.

Géométriquement tout point P du cercle est tel que la

~~. B

distance de P au point B (3, 0) est double de la distance de (3,'0)

P au point 4 (— 3,0).

Autre méthode,

z—3| _ P \

e 2 est équivalent a
ﬁ><z_—_3 = 4 oUu 22+562+52+9 = 0 Fig.1-36
z+3/\z+3

fe. (z45)(2+5) = 16 ou |z+5! =4.

(b) L’inégalité donnée est équivalente 4 |2—3! < 2{z+3| ou V@z—382+y2 < 2V/(x + 3)2 + y2. Aprés
€lévation au carré et simplification ceci devient 22+ 2+ 10x6+9 > 0 ou (x+5)2+y?2 > 16, ie.
jz+ 51> 4.

L’ensemble cherché est formé de tous les points extérieurs au cercle de la figure 1-36.

49. Etant donné les ensembles A et B définis par |z— 1| < 3 et |z— 2i| < 2 respectivement,
représenter géométriquement (@) ANB ou AB, (b) AUB ou A + B.

Les ensembles cherchés sont ombrés dans les figures 1-37 et 1-38 respectivement.

Fig.1-37 Fig.1-38

50. Résoudre 22 (1 —22) = 16.

Méthode 1. 1’équation peut &tre écrite 2%~ 224 16 = 0, j.e. 24+ 822+ 16 — 922 = 0, (2+4)2—9,2=0 ou
(22 + 4+ 3z) (22 + 4 — 32) = 0. Ses solutions cherchées sont donc les racines de z2 + 3z + 4 = 0 ot

22—3z+4=0,soit—%i—'27i et %i—\g—Ti.

Meéthode 2. En posant w = z2, I’équation devient w2 —w + 16 = 0, soit w = % * % \/7i. Pour obtenir les

solutions de 22 = —; * % \7i, on peut utiliser les méthodes du probléme 30.
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51. Si 2y, 2,, 25 représentent les sommets d’un triangle y
équilatéral démontrer que

2422+ 2] = 2%+ 2eks + 2%

On voit d’aprés la figure 1-39, que

2~z = ™3 (23— 2)
2y —zg = e/ (zy— z3) x
s PR 29— 2 23— %
D’ott par division 21 — 2271 4y
L Mt 29— 23
z% +- 2% + 2§ = 212y + 2923 + 232y Flg 1-39
52. Montrer que pour m = 2,8, ...
o7 . 2% . 3% . (m—1)x m
sSin —sin—-sSin— " S iIh——— = ————
m m m m 2m—1
Les racines de z/" = 1 sont z =1, e2mi/m etmi/m = e2(m—Dmi/m, Nous pouvons donc écrire
m =1 = (z— iz — e?.m'/m)(z —_ e4m’/m) s (z— e2(m—1)7i/m)

En divisant les deux membres par z — 1, puis remplagant z par 1 [en utilisant (zm —1)/(z—1) = 1+ 2+ 22+
...+ zm=1] on trouve
m = (1— e2mi/m)(1 — e4mi/m) - (1 — e2(m~Dri/m) )]

En prenant les complexes conjugués des deux membres de (I) on obtient
m = (1 —e2m/m)(] — g=4mi/m). . (1 — ¢=2(m—1imi/m) 2)

La multiplication de (1) par (2) a l'aide de (1 — e2k7i/m)(1 — ¢~2kwi/m) = 2 — 2 cos (Zkr/m) donne

m2 = 2m-1 <1 - cosﬁ\J‘/l - cosiz> R <1 — cos 2= 1) 1)'—7> (3
m J\ m

m
D’aprés 1 — cos (2kz/m) = 2 sin? (kx/m), (3) devient
_ Lo e o T . o 2n ., m— )7
2 = 92m-2 gip2- = qin2 2% ... m= 7
m 22m =2 gin e Sin? — sin? - (4)
D’ou le résultat demandé, en prenant la racine carrée positive des deux membres.

Problemes supplémentaires

OPERATIONS FONDAMENTALES SUR LES NOMBRES COMPLEXES

53. Effectuer chacune des opérations indiquées :

—3i L4 2
(@) (4—3) + (2i—8) (0 2= () @127+ H;}
(b) 31449 = 279 () @+E+21—) @ il
(e) (38+2)E2—19) 2—i5+i‘°—i‘5/ \
. . )3 —2i ; : 1+i\? 1—i
@ G-22a+h-s6-1) (@ CHIOZBEII () g <f?§\ — 2 (HQ
Rép. (a) —4—1 (c) 841 (e) 11/17 — (10/17)i (9) —15/2 + 5i (@) 2+i
(b) —17 + 144 (d) =9+ 7 (f) 21+ (hy —11/2 — (23/2)i () —8-—2i
54. si 2y = 1—4, 2, = —2+4i, 23 = V3 — 2i, évaluer chacune des expressions suivantes :
+1 .
(@) 2 +2 3 @) ;%—11 () |2+ 22— 5 AP
17 %2
(b) | 225 — 32y |2 N (i) Re {22} + 323 — 523}
(¢) (23— 23)° 4 2 <Z + 2—3/ (/) Im {z,25/25}
(d) | 2125+ 222 | (9) (23t 23)(2; — 23)
Rép. (a) —1—4i () 1024i (e) 3/5 (9) =7+ 3V3 + V31 (i) —35

(b) 170 (d) 12 ¢ —-1/7 (h) 765 + 1283 () (6V3+4)/7
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55. Montrer que (a) (21z3) = %13y, (b) (217223) = #1%923. Généraliser le résultat.

56. Montrer que (@) (31/22) = /%, (B) [z/2" = |a|/lzel sl za#0.

57. Trouver des nombres réels x et y tels que 2z — 3wy +4ix—2y—5—10i = (x+y+2) — (y — 2z + 3)1.
Rép. 1 x =1,y =—"2,

58. Montrer que (@) Re{z} = (z+2)/2, (b) Im{z} = (z—2)/2i.
59. Montrer que si le produit de deux nombres complexes est nul, 'un au moins d’entre eux est nul

60. Si w=3iz—z% et z=x + iy, exprimer |w|> 3 I'aide de x et y.

Rép. © wi+ yt+ 2x2y2 — 6a2y — 6y + 92 + 92
REPRESENTATION GRAPHIQUE DES NOMBRES COMPLEXES. VECTEURS

61. Effectuer les opérations indiquées a la fois analytiquement et graphiquement.

(@) (24380 + (4 —-59) (e) 3(1+ 2% — 2(2— 34) (e) L(4—3) +3(5+20)
(b (7+ 1) — (4—20) (d) 3(1+1%) + 2(4—3i) — (2 + 57
Rép. : (a) 621, (b) 84 3%, (¢) —1+12i, (d) 9—8i, (¢) 19/2 - (3/2)i
Y
62. Si z,,2, et z; sont les vecteurs indiqués a la figure 1-40 construire
graphiquement : 2 2
(@) 221+ 24 (€) 1 + (22 + 23) (e) 22— 321 + 323 z
(b) (29 + 25) + 23 (d) 8z — 229 + bz, 23
63. Siz, =4 —3jetz,=—1+ 2i calculer graphiquement et analyti-
quement (a) "z +25l, () |z =2, (0) 2 —Zy () |22 —35 -2
Rép. 1 (a) V10, (b) 5V, (c) 5+5i, (d) 15 Fig. 1-40

64. Les nombres complexes associés aux sommets d’un triangle ABC étant respectivement z, = 1 + 2i, z, =4 —2i
W et z; = 1 — 61, montrer que ABC est isocéle et déterminer la longueur de ses cotés.

Rép. : 5,5, 8,

\

/65. Siz, z,,z, et z, sont les nombres complexes associés aux sommets d’un quadrilatére A BCD, montrer que 4 BCD
1042, %3 Pl 4g
.~/ est un parallélogramme si et seulement siz, —z, —z3 Tz, =0,

66. Siles diagonales d’un gquadrilatére se coupent en leur milieu, montrer que ce quadrilatére est un parallélogramme.
67. Démontrer que les médianes d’un triangle sont concourantes.

68. Soit ABCD un quadrilatére, on appelle £, F, G, H les milieux des cotés de ABCD. Montrer que EFGH est un
parallélogramme.

69. On considére un parallélogramme ABCD et 'on désigne par E le milieu de 4D. Montrer que le point de rencontre
de BE et de AC est situé au tiers de AC a partir de 4.

70. Siles point 4 et B sont représentés par les nombres complexes 2 + i et 3 — 27 (a) déterminer 1’équation de la
droite 4B, (b) déterminer 1’équation de la médiatrice de 4B.
Rép. : (a) z—(2+1) = 1~ 3j) ou oz =24t y=1—23t ou Sex4y=7
(b) #~(5/2—4/2) = t(8+4) ou x=3t+5/2 y=t—1/2 ou x—3y =4
71. Décrire et représenter graphiquement les courbes représentées par les équations suivantes @ (a) |z — i| = 2,
@B izt 2il+1z—=2il=6,(c) |z2—3|— z2+3] =4, (d) 22+ 2) = 3, (¢) Im {22} = 4.
Rép. : (a) cercle, (b) ellipse, (¢) hyperbole, (d) cercle, (e) hyperbole.

72. Trouver I’équation (2) du cercle de rayon 2 centré en (—3,4), (b) de I'ellipse de foyers (0,2) et (0, —2) dont la
longueur du grand axe est 10.

Rép.: (@) |2+383—4i| =2 ou (@+382+ (-4t =4, () z2+2i!+ e—2i] = 10
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73. Représenter graphiquement les régions représentées par chacune des inégalités suivantes :
(@) 1< |zFi]l =2, (b) Re{e2} >1, (¢) 2+3i]>4, (d |#+2-3 +!z2—2+8i| < 10.

74. Montrer que ’ellipse |z + 31 — |z — 3] = 10 a pour équation cartésienne x2/25 + ¥?/16 = 1 [Voir probleéme

13 (0)].

FONDEMENTS AXIOMATIQUES DE LA THEORIE DES NOMBRES COMPLEXES

75. En utilisant la définition d’un nombre complexe comme couple ordonné de nombres réels, montrer que si le pro-
duit de deux nombres complexes est nul, I'un des deux au moins est nul.

76. Démontrer la commutativité de (¢) Paddition, (») la multiplication.
77. Démontrer 1’associativité de (¢) ’addition, (») la multiplication.

78. (a) Trouver des nombres réels x et y tels que (¢, d) * (x, ¥) = (a, b) avec (¢, d) # (0, 0).

(b) De quelle maniére (x, y) est-il lié au résultat de la division des nombres complexes donné a la page 2 ?
79. Démontrer que
{cos 6, sin 6;)(cos 6, sin 8,)- - - (cos 6, sin 6,) = (cos [; + 6,4 -+~ +6,], sin[s, +6,+ -+ +6,])

80. (a) Comment peut-on définir (z, 5)¥" ol n est un entier positif ? () déterminer (a, 5)'/? en fonction de
a et b

FORME POLAIRE DES NOMBRES COMPLEXES

81. Mettre chacun des nombres complexes suivants sous forme polaire.

() 2—2i, () —1+V34, (¢) 2V2+2V24, (d) —i, (e) —4, () —2V8—2i, (9) V2i, (k) V3/2—3i/2.

Rép. (a) 2V/2 cis 315° 00 2y/2 ¢T7i/e (b) 2 ¢is 120° ou 2e271/3, (¢) 4 cis 45° 0U 4e7/4, (d) cis 270° ou 371/2,
(e) 4 cis 180° ou 4e7, (f) 4 cis210° ou 4e7m/6, (g) /2 cis 90° ou 2 emi/2, (k) /3 cis 300° ou V3 €57i/3,

82. Montrer que 2 + i = \/S_efArc g (1/2)

83. Mettre sous forme polaire : (¢) —3 —47, (5) 1 — 24,
Rép. " () ei(1r+Arc tg 4/3) L (b) \/ge—iArctg 2

84. Représenter graphiquement et exprimer en coordonnées cartésiennes les nombres complexes suivants,
(a) 6 (cos135° + 7 sin 185°), (b) 12 cis 90°, (c) 4 cis 315°, (d) 2e57i/4 (e) BeTmi/6, (f) Be—2mi/3,
Rép. (@) —=8V2+ 324, (b) 12, (¢) 22— 2V24, (d) —V2— V24, () =5V3/2~ (5/2)i, () —3V/3/2— (3/2)i

85, Un avion parcourt 150 km dans la direction Sud-Est, 100 km vers 'Ouest, 225 km a 30° au Nord de la direc-
tion Est puis 200 km dans la direction Nord-Est. Déterminer («¢) analytiquement et (b) graphiquement dans
quelle direction et 4 quelle distance il est de son point de départ.

Rép. : 375 km, 23° au Nord de la direction Est (approximativement).

86. Les trois forces représentées dans la figure 1-41 agissent dans un
plan sur un objet placéen Q. Déterminer (¢) graphiquement et
(b) analytiquement, la force qui assure I’équilibre de O [une telle
force est quelquefois appelée un équilibrant}.

25 %

100/6

60°

87. Montrer que sur le cercle z = Rel0, |eiz| = ¢~ Rsine, 300 \

88. (a) Montrer que el + rpeits = peeifs  ayec o 45°

$

: P %
T3 = \/7f + 73 + 2747y cos (6, — 6,)
/ . \
{ rysin 6, + rysin 4.
63 = Arctg | ! 17 2R
\ 7'1€08 8 + 75 co8 6, /
Y,

Fig.1-41

(b) Généraliser le résultat de (a).
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FORMULE DE DE MOIVRE

89. Evaluer chacune des expressions suivantes.

(@) (5 cis 20°)(3 cis 40°) (o Beisd0%9 (3671/8) (20— 57i/4) (6¢571/3) © V3—iNt/1+i)°
(b) (2 cis 50°)8 ? (2 cis60°)3 (deTmia ¢ \/gﬂ-) -1/

Rép : (a) 15/2 + (15/3/2)i, (b) 32 —32V/34, (c) —16—16V34, (d) 3V3/2 — (3V3/2)i, (e) —V/3/2 — (1/2)i

90. Démontrer que (2) sin3¢ = 3sing — 4sin3s, (b) cos3¢ = 4dcos®s — 3 cosd.
91. Montrer que les solutions de z* =322+ 1=0sont z = 2cos 36°, 2 cos 72°, 2 cos 2169, 2 cos 252°.

92. Montrer que (a) cos36° = (VB+1)/4, (b) cos72° = (/5 —1)/4. [Indication : utiliser le probleme 91].

93. Montrer que (@) % = 8cos®9 —4 = 2cos360 + 6cosd — 4
(b) cos46 = 8sints — 8sinZg + 1

94. Démontrer la formule de De Moivre (a) pour les entjers négatifs, (») pour les nombres rationnels.

RACINES DES NOMBRES COMPLEXES

95, Déterminer et représenter graphiquement chacune des racines indiquées.

(@) (2V3 — 20172, (B) (—4 + 475, (o) (2 + 2VB D3, (d) (=164, (e) (64)V/6, (f) (9)2/3.

Rép :(a) 2cis165°, 2eis345°. (b)) V2cis27°, V2¢is99°, V2cis171°, V2 cis 243°, /2 cis 315°.
(c) %/Z cis 20°, \3/1 cis 140°, %/Z cis 260°. (d) 2cis67.5°, 2 cis 157.5°, 2 cis 247.5°, 2 cis 337.5°.
(e) 2cis0°, 2cis60°, 2.¢is1207, 2 cis180°, 2 cis 240°, 2 cis 300°. (f) cis 60°, cis 180°, cis 300°.

96. Trouver et représenter dans le plan complexe chacune des racines indiquées.

(a) racines cubiques de 8, (b) racines carrées de 4+/2 + 4\/51’, (c) racines cinquiémes de — 16 + 16 /31,
(d) racines sixiémes de —271i.

Rép. (a) 2 ¢is 0°, 2 ¢ig 120°, 2 cis 240°. (b) \/§cis 22.5°, \/§cis 202.5°. (¢) 2 cis 48°, 2 ¢is 120°, 2 cis 192°,
2 cis 264°, 2 cis 336°. (d) V8 cis 45°, V/3 cis 105°, V3 cis 165°, /3 cis 225°, /3 cis 285°, /3 cis 345°.

. 97. Résoudre les équations (a) 24+ 81 = 0, (b) 6+1 = V34
Rép :(a) 8 cis45°, 3 cis185°, 3 cis 225°, 3 cis 315°
(8) V2 cis 40°, V2 eis 100°, V2 cis 160°, V/Z cis 220°, Y2 cis 280°, V/3 cis 340°
98. Déterminer les racines carrées de (a) 5 — 127, (b) 8+4\/§‘i.
Rép. : (a) 3—2i, —3+2i, (b) VIO+ V24, —V10— V24
99. Déterminer les racines cubiques de —11 — 2i. Rép. : 1 + 2i, 1 —V3+ 1+ 1V3), ~b~ V34 (3VE—1)i

EQUATIONS ALGEBRIQUES

100. Déterminer toutes les racines des équations suivantes :(a) 522+ 2z +10 = 0, (b) 224+ (i—2)z + (3 —4) = 0.
Rép. : (a) (—1 =71)/5, (b 1+, 1—2¢

101. Résoudre 45— 2:4—23+62—4 = 0. Rép. 1,1,2, —1+4

102. (a) Déterminer toutes les racines de z* + 22 + 1 = 0 et (b) représenter ces racines dans le plan complexe.
Rép. : J(1=4/3), $(-1%iV3)

103. Montrer que la somme des produits des racines prises & » de 1’équation
Gge" + gy an =1+ ag2n2 4 oo +a, = 0 est (—1)a,jay avec 0<r<n.

104. Trouver deux nombres dont la somme est 4 et dont le produit est 8. Rép. : 2+ 2i, 2— 24,
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LES RACINES N-IEMES DE L’UNITE

105. Déterminer (a) les racines quatriémes de P'unité, (b) les racines septiémes de I'unité ; représenter graphique-
ment les racines trouvées.

Rép. : (a) e2mik/t = emik/2 I =0,1,2,8 (b) e¥™/7, k =0,1,...,6

106. (z) Démontrer que 1 + cos 72° 4 cos 144° - cos 216° + cos 288° = 0.
(b) Donner une interprétation graphique du résultat de (a).

107. Démontrer que cos 36° + cos 72° + cos 108° + cos 144° = ( et interpréter graphiquement le résultat trouvé.
108. Montrer que la somme des produits des racines prises r a 7, est nulle, si 2 <r<n — L.

109. Déterminer les racines de (1 +2)5 = (1 — 2)5.

Rép. 10, (0= 1/(e+ 1), (2= 1/(2+1), (o8 — 1/(d+1), (0*—1D/(wt+1), avec o= e2mi/s

PRODUIT INTERIEUR ET PRODUIT EXTERIEUR

110. 81 2, = 245i et =z, = 3—icaleuler(a) 2,02, (b) 2, X 25, (¢) 202, (@) 23Xz, (&) |2°2),
(f) [2z2021], (9) 121X 2, (h) |22 X 2]

Rép. 1 (@) 1, (b) =17, (¢) 1, (d) 17, (&) 1, (f) 1, (g) 17, (h) 17
111. Démontrer que (a) z;02, = 2902, (b) 24 X 25 = ~25 X 2;.
112.8i 2z, = rleie1 et 7y = rzeiGZ, démontrer que (2)z° 2y = T3 €08 (8, — 61), (b) 2 X 25 = ry7y sin (62 — 64).
113. Démontrer que (a) z;°(+25) = 2102 + 2,92, (B) 2 X (@+2) = 2, X2y + 2 X 2.
114. Déterminer ’aire du triangle de sommets —4 —i, 1 + 2i, 4 —3i. Rép. : 17.

115. Déterminer aire du quadrilatére de sommets (2, —1), (4,3), (—1,2) et (—3,—2). Rép. : 18

COORDONNEES CONJUGUEES
116. Déterminer I’équation cartésienne des courbes suivantes dont ’équation en coordonnées conjuguées z, z est :
(o) 22 =16, (b) 22—22—224+8 =0, () 2+%2 = 4, (d) 2 = 2+ 61
Rép. (@) 22+ y2 =16, (b) 22+ 12 —4x+8 =10, (0) v =2, (d) y =3
117. Bcrire chacune des équations suivantes en coordonnées conjuguées.
(@) (w—3)2+y2 =19, (b) 22— 3y = 5, () 422+ 16y2 = 25.
Rép. (a) (z—38)(2—8) =9, (B) (ZX—8)z+ (2i+3)z = 104, (¢) 3(z2+22) —1022+25 = 0

ENSEMBLES DE POINTS "
¢ 1+4

118. Soit § I’ensemble des points ¢ + bi, ol a et b sont rationnels, situés a
Pintérieur du carré ombré de la figure 1-42,
(@) S est-il borné ? () Quels sont les points d’accumulation de § s’ils
existent ? (c) § est-il fermé ? (d) Quels sont les points intérieurs et les z
points frontiéres de S ? (e) S est-il ouvert? (f) S est-il connexe ? (g) o 1
S est-il un ouvert connexe ? (k) Quelle est la fermeture de S ? (i) Quel
est le complémentaire de S? (j) § est-il compact ? (k) S est-il dénom- Fig.1-42
brable ? (I) La fermeture de S est-elle compacte ?

Rép. : (a) Oui, (b) Tout point intérieur au carré ou sur sa frontiére est un point d’accumulation. (¢} Non.
(d) Tous les points du carré sont points frontiéres. (e) Non. (f) Non. (g) Non. (2) La fermeture de
S est ensemble de tous les points intérieurs au carré ou situés sur sa frontiére. (i) Le complémen-
taire de S est I’ensemble de tous les points qui ne sont pas de la forme ¢ + bi, oll a et b sont ra-
tionnels [0 <a <1, 0 <p< 1] (j) Non. (k) Oui. (I) Oui

119. Répondre au probléme 118 avec § ensemble de tous les points intérieurs au carre.
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120.

121.

122.

123.

124.
125.
126.

Variables complexes

Rép. : (a) Oui. (b) Tout point intérieur au carré ou sur le carré est point d’accumulation. (c) Non. (d) Tout
point situé dans le carré est un point intérieur, tout point du carré est point frontiere. (¢) Oui. (f)
Oui. (g) Oui. (h) La fermeture de S est I’ensemble de tous les points situés dans et sur le carré. (i)
Le complémentaire de S est I’ensemble de tous les points extérieurs au carré ou situés sur le carré.
(/) Non. (k) Non. (1) Oui.

Répondre au probléme 118 si § désigne ’ensemble des points qui sont dans et sur le carré.

Rép. : (a) Oui. (b) Chaque point de S est un point d’accumulation. {¢) Oui. (d) Chaque point situé dans
le carré est un point intérieur, tout point situé sur les cotés du carré est un point frontiére. (e) Non.
(f) Oui, (g) Non. (h) S lui-méme. (§) Tous les points extérieurs au carré. (j) Oul (k) Non. (I) Oui.

Etant donné les ensembles 4 = {1,4{,—i}, B = {2,1,—4}, C = {i,—i,1+1}, D = {0,—1,1}, déterminer :
(@) A+ (B+C)ouAdu(BUC), (b) AC+ BD ou(AnC)U(BND), (¢c) (A+C)B+D)ou (AUC)n(BUD).
Rép :(a) {2,1,—‘1:,1.,1'*'?:}, (b) {1:7:! —l}y (C) {1,"“&}

Si A, B, C sont des ensembles de points quelconques démontrer que (a) 4 + B=B + A, (b) AB = BA,
WA+ BF+C)=A+B)+C,(d) ABC), () A(B+ C)=AB + AC. Exprimer ces résultats a ’aide des
symboles N et U, Expliquer en quoi ceci peut étre utilisé pour construire une algébre d’ensembles.

Si A, B, C désignent les ensembles définis par |z + i} <3, |z| <5, iz + 1] < 4, représenter graphiquement
chacun des ensembles suivants :

{a) ADBQQ, (b)~AuBUC, (0 AnBUC, (d) ClA+B), (d (AUB)N(BUC), (¢) AB+BC+CA,
(fy AB+BC+CA.

Démontrer que le complémentaire d’un ensemble S est ouvert ou fermé selon que § est fermé ou ouvert.
Si§,,8,,...,S, sont des ensembles ouverts, montrer que §,US8, U US) est ouvert.
Si un point d’accumulation d’un ensemble n’appartient pas 3 cet ensemble, montrer que ce point est néces-

sairement point frontiére de I’ensemble considéré.

PROBLEMES DIVERS

\\/. 127.
& 128.

— 12

130.

131.
132.
133.
134.

135.
136.

137.

Soit ABCD un parallélogramme. Démontrer que (AC)2 + (BD)2 = (AB)2 + (BC)2+ (CD)? + (DA)2.

Expliquer en quoi le calcul suivant est faux : —1 = /=1 y—1 = V(=1)(-1) = V1 =1, doit 1=-1,

(a) Montrer que Péquation #*+a;2®+ a2 +asz+ay = 0 ol ay, a,, a5, a, sont des constantes réelles non
nulles, a une racine imaginaire pute si ag +a%a,=a,a,a

1“4 192%3
(b) La réciproque de (a) est-elle vraie ?

1 nin—1
(@) Montrer que cos"¢ = v {Cosngb + ncos(n—2)¢ + (2! ) cos(n—4)¢p + -+ + Rn}
cos ¢ si n est impair
avec R, = n!

si n est pair.

(b) En déduire un résultat semblable pour sin”¢.

Siz = 63, calouler lef?]. Rép. : e 3V3,
m

=1

. , i  + 1
Montrer que quels que soient les nombres réels p et m, ¢2™MiArecote p§p_z+_§

pi — 1
Si P{z) désigne un polyndme quelconque i coefficients réels, de la varlable z,montrer P(z) = P(7).

Si z,,z, et z; sont colinéaires montrer qu’il existe des constantes réelles non toutes nulles «, f, v telles que
az, +fz,+vz;=0aveca+pf+y=0

Etant donné le nombre complexe z représenter géométriquement (a) z, (b) —z, (c) 1/z, () 22

Etant donné deux nombres complexes non nuls z, et z,, montrer que 'on peut construire géométriquement
a Iaide de la regle et du compas seuls les expressions (g) z;2,, (b) 2(/25, (¢ 2+ 22 (d) z}/2, (e) 234,

Montrer que I’équation d’une droite passant par les points z; et z, peut &tre écrite sous la forme

arg {(z —2)/(zz — 20} = 0
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138. Si z = x + iy montrer que e[+ |y = V2 z+iy|.
139. La réciproque de la propriété énoncée au probléme 51 est-elle vraie ? Justifier votre réponse.

140. Trouver une équation du cercle passant par les points [ —i, 27, 1 + 1.
Rép. lz+ 1l =+Fou (x+ 1) +32=5

141. Montrer que le lieu des points z tels que |z —al| iz + al = a2,
a > 0 est une lemniscate (voir Fig., 1-43).

142. Soit p, =ai + bi, n=1,2,3,... o1 a,, et b, sont des entiers
positifs. Montrer que pour tout entier positif M on peut toujours
trouver des entiers positifs 4 et B tels que pypy - -.p, =A% +B2 Fig. 1-43

[Exemple : si 5= 22 + 12 et 25 = 32 + 42 alors 5.25=122 + 112]

143. Montrer que

sin $(n + 1)a

(a) cosd + cos(6+a) + +++ + cos(6+na) = —F———— cos (6 + §na)
sin 4a

(b) siné + sin(@+a) = -+ + sin(6+na) = im—f_(n%ﬁ‘fsin(o-kgm)
mn 3«

144. Démontrer que (¢) Re{z} > 0 et (») |z — 1| < |z + 1| sont des conditions équivalentes.

145. Une roue de 40 cm de rayon [Fig. 1-44] tourne dans le sens ¥
trigonométrique direct autour de son axe a raison de 30 tours \
par minute. (a) Montrer que la position et la vitesse d’un point A'A
P de la roue sont données respectivement par 40e/7? et
40mie’™ ol t est le temps en secondes compté i partir du mo- "
ment ol P est sur I’axe des x dans sa partie positive. (») Trouver
la position et la vitesse de P aux instants ¢+ = 2/3 et ¢+ = 15/4.

146. Montrer que pour tout entier n > 1 Fig.1-44

m—1
(z+a)m — (z—a)® = dmaz [1 {22 + a?cot? (kr/2m)}
m—1 k=1
ol ﬂ désigne le produit des facteurs indiqués de k=1 a k=m — 1.
k=1

147. si les nombres complexes z; et z, associés respectivement & P; et P, sont tels que |zy +25| = [z, —z,],
——
montrer que (a) z;/z, est imaginaire pure, (b) P{ 0P, = 90°,

148. Démontrer que pour tout entier m > 1

T 2z 37 (m— 17
—cotg—"cotg— -.-cotg - ——7 ‘=

2m g2m g2m & 2m 1

1 1 1

+ + =
sin? #/7 sin? 277 sin?4n/7

(b) tg2(m/16) + tg2(37/16) + tg2(57/16) + tg?(7n/16) =28

cotg

149. Démontrer et généraliser les égalités suivantes : (a)

150. Si les points z; ,z, et z3 sont affectés des masses m; , m, et m3 montrer que le barycentre de ces points est
,z\ _ My + Mol + My23 '
my -+ Mo -+ msy

Généraliser pour le cas de n masses.

151. Déterminer le point du segment d’extrémités z, et z, qui partage ce segment dans le rapport p/q.
Rép. (qzy + pz3)/(q + p)

152. Démontrer que I’¢quation du cercle passant par les trois points z;, z,, z3 peut §’écrire sous la forme

<z~z1> ‘/23_7'1\‘ _ <2—21>/’/23—21\
2 — 29 \zz3— 2/ z— 2, \23—22/
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153. Démontrer que les médianes du triangle dont les sommets sont z{,2Z3, 23 se coupent en le point %(z1 +z, +z3j

154. Démontrer que ’ensemble des nombres rationnels compris entre 0 et 1 est dénombrable.

]

[Indication : on écrira cet ensemble sous la forme 0, %, %, 2,1, 8, &,

S
s

3

]

o~

7
i
s

(,ﬂ\l/SgDémontrer que Pensemble de tous les nombres rationnels est dénombrable.
T

o

i¢56\/.Montrer que I’ensemble des nombres irrationnels compris entre 0 et 1 n’est pas dénombrables. ! -
N

‘157. Représenter graphiquement I’ensemble des valeurs de z pour lesquelles (a) el > fz—1], (b) l2+2 P> 1+ ]z—2).

158. Montrer que (@) ¥/2 + /3 et (b) 2 — +/2i sont des nombres algébriques. I P
48 o e T e~ oo Vg A=\l
\12 Démbontrer que /2 + /3 est uratlonnel/ ?ZAUMO?)S f b,\ Qf-/»z = JZ

160. Soit ABCD - - - PQ un polygone régulier de n cotés inscrit dans un cercle de rayon unité, Montrer que le

produit des longueurs des diagonales AC, AD ,...,AP est l——,i——
4 sin2(m/n)

—
.

TN
. 161\. Montrer que si sing # 0,
“ / n—1

on—1 kI:Il {cos 6 — cos (kx/n)}

sin ng
sin ¢

7 (a)

sin (2n + 1)¢
sin

(b) = @n+1) kﬁ {1 - sin® 6
=1

sin2 k=/(2n + l)J' ’

'/1;6—2 no 7 cos2 ¢
i . Montrer que 2 = (=1~ '] -
| ’ ra cos and ( ) kI_—;Il I COSQ (Qk — 1)77'/4"’&}

163. Si le produit de deux nombres complexes z; et z, est réel et différent de z&ro, montrer qu’il existe un
nombre réel p tel que z; = pZ,.

164. Si z est un point du cercle [z — 1| = 1, montrer que arg (z—1) = 2argz = % arg (22— z) et donner une
interprétation géométrique de ces égalités,

165. Montrer que moyennant certaines conditions (a) zmz® = zm*n, (b) (zm)n = zmn,

166. Montrer que (@) Refzze) = Re{z;) Re{z} — Im{z;} Im{z,}
(b)  Im {zy22} Re{z;} Im{z5} + Im {2z} Re {z,}.

I

167. Déterminer I'aire du polygone dont les cdtés sont 2430, 8+1i, —2—4di, —4—1, —1 + 24, Rép. 47/2.
168. On considére les nombres complexes quelconques, ay,a5,...,4, €t by, by ,..., b,. Démontrer I'inégalité de
Schwarz :
3 wbe| S lal2) 3 jp2)
a = a, |2 (b, 12
kSRR <k=ll kl>\k§11 k)




CHAPITRE 2

Fonctions, limites et continuité

VARIABLES ET FONCTIONS

Un symbole tel que z qui peut remplacer n’importe quel élément d’un ensemble de nombres
complexes est appelé une variable complexe.

Si a chaque valeur que peut prendre une variable complexe z, il correspond une ou plusieurs
valeurs d’une variable complexe w, nous dirons que w est une fonction de z et écrirons w = f (2)
ou w = G (), etc. La variable 2 est quelquefois appelée la variable indépendante cependant que w
est appelée la variable dépendante. La valeur de la fonction en z = g est souvent écrite f (a). Ainsi
pour f(2) = 2% on a f(2i) = (2i)2 = — 4.

FONCTIONS UNIFORMES. FONCTIONS MULTIFORMES

Si une seule valeur de w correspond a chaque valeur de z nous dirons que w est une fonction
uniforme de z ou que f(z) est uniforme. Si plusieurs valeurs de w correspondent a chaque valeur
de z, nous dirons que w est une fonction multiforme de z.

Une fonction multiforme peut étre considérée comme un ensemble de fonctions uniformes,
chaque élément de cet ensemble étant appelé une branche de la fonction. On choisit habituellement
un des éléments de cet ensemble comme branche principale de la fonction multiforme considérée,
la fonction ainsi définie est appelée la détermination principale.

Exemple 1. Si w = z?, 4 toute valeur de z il correspond une seule valeur de w. Donc w = f(z) = z2 est
une fonction uniforme de z.

Exemple 2. Si I'on considére la fonction w = z!/2 i chaque valeur de z correspondent deux valeurs de w.
Donc w = f(z) = z1/2 est une fonction multiforme de z.

Toutes les fois que nous utiliserons le mot fonction ce sera, sauf spécification contraire, avec
le sens de fonction uniforme.

FONCTIONS INVERSES
Si w = f(2), nous pouvons aussi considérer z comme fonction de w, ce qui peut s’écrire sous

la forme z = g(w) = f~ ! (w). La fonction f~ !est souvent appelée la fonction inverse de f. Ainsi
w = f(z) et w = f~!(2) sont des fonctions inverses 'une de lautre.

TRANSFORMATIONS

Si w=u+iv (ou u et v sont réels) est une fonction uniforme de z = x + iy (ou x et y sont
réels) nous pouvons écrire u + iv = f(x + iy). En égalant les parties imaginaires et les parties réelles
ceci est équivalent a

w = wx,y), v=0y) (1)

Ainsi étant donné un point (x, y) dans le plan de la variable z, tel que P dans la figure 2-1 ci-aprés,
il lui correspond un point (u, v) noté P’  du plan de la variable w (Fig. 2-2). L’ensemble des équa-
tions (1) [ou ce qui est équivalent, w = f(z)] est appelé une transformation. Nous dirons que le
point P est transformé en P’ par cette transformation et appellerons P’ Vimage de P.
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Exemple : Si w =22, alors u +iv = (z+iy)?2 = a2 — y2 + 2izy et la transformation est définie par

u=x2—~yp2 p=2xy. L’image du point (1,2) du plan de la variable z est le point (—3,4)
du plan de la variable w.

Y v
Plan de la variable z P’ Plan de 1a variable w

/\./\/Q Q
} z /—/ y

Fig. 2-1 Fig. 2-2

En général un ensemble de points tel que l’arc de courbe PQ de la figure 2-1 est transformé
en un ensemble de points, appelé 'image, tel que l’arc P'Q’ de la figure 2-2. Les particularités de
I'image dépendent naturellement du type de fonction f(z) utilisée. Si f(z) est multiforme, un point
(ou une courbe) du plan de la variable z est appliqué en général sur plus d’un point (ou d’une
courbe) du plan de la variable w.

COORDONNEES CURVILIGNES

Si ’on se donne la transformation w = f(z) ou ce qui est équivalent, u = u(x,y), v = v(x,y),
nous appellerons (x, y) les coordonnées rectangulaires correspondant au point P du plan de la va-
riable z et (u,v) les coordonnées curvilignes de P.

Plan de la variable z Plan de la variable w

lﬂ,

w ey

) -

Fig. 2-3 Fig. 2-4

Les courbes u(x,y) = ¢y, v(x,y) = c,, ot ¢; et ¢, sont des constantes sont appelées coor-
données [voir Fig. 2-3], une courbe d’une famille rencontre toujours une courbe de I'autre famille
en un point. Dans le plan de la variable w ces courbes sont transformées en une famille de droites
formant un réseau orthogonal [voir Fig. 2-4].

LES FONCTIONS ELEMENTAIRES

1. Les fonctions polynomiales sont définies par
W = "+ a4 s+ 12 + an = P(z) (2)
ouay 0, a,...,a, sont des constantes complexes et n un entier positif appelé le degré du
polyndéme P (z).
La transformation w = az + b est appelée une transformation linéaire.
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. Les fractions rationnelles sont définies par

. _ P®
w = Q0 (3)
ou P(z) et @ (2) sont des polyndomes. Nous appellerons quelquefois (3) : une transformation
rationnelle. Le cas particulier o = az 12 ou ad —be = 0 est appelé transformation
cz

homographique.

. Les fonctions exponentielles sont définies par
w = € = &Y = ¢%(cosy + 1 sin y) (4)
formule dans laquelle e est la base des logarithmes népériens : e = 2,71828. Si a est réel et
positif on définit
Q: = ezLoga (5)
ol Log a est le logarithme népérien de a. Ceci se ramene a (4) si a = e.
Les fonctions exponentielles complexes ont des propriétés analogues a celles des fonctions
exponentielles réelles. Ainsi par exemple e+ ez = eata eufen = en =,

. Fonctions trigonométriques. Nous définirons les fonctions trigonométriques ou circulaires, sin z,
cos z, etc., a l'aide des fonctions exponentielles de la maniére suivante,

. eiz — e—‘iz iz —iz
smz = ———— cos z = Q—M_
2t 2
1 2 )
secz —= = — — cosecz = _1 = — 2t —
COSZ2 e¥ + e 2 sin z elr — g—iz
sinz eF — e i cos z e+ e ¥
tg 2z = = cotgz = Sy )

cosz e+ e ) sinz et — e

La plupart des propriétés des fonctions trigonométriques réelles sont encore valables dans le
cas complexe. Ainsi par exemple

sin*z + cos’z = 1 1 + tg*z = sec?z 1 + cotg?z = cosec?z
sin(—2) = —sinz ~ cos(—z) = cosz tg (—2) = — tgz
sin(z1*£22) = sinzicosz: * cosz sinze
cos(z1+2z) = COSZ COSZ2 ¥ Sinz;sinz
tg 2z = tg 2z
tg (zz) = i KR

1 F tgz tg 2

. Les fonctions hyperboliques sont définies comme suit :

e —e’" e+ e
h Z = A — = —_—
s > ch z 5
1 2 1 2
h = = = =
sech 2 ch =z e+ e 7 csch z sh z e —e”*
th 2z = sh 2 = ez-e:z cothz = sh_z = ez+e:z = {L' = -tL
ch z e+ e”* sh z er—e~* by ‘H
. ,'T\, ) »
Les propriétés suivantes sont encore vérifiées : M !
ch?z— sh?z =1 1 — th2z = sech2z coth?z — 1 = csch?z
sh (=2) = — shaz ch(—z) = che th (—2) = — thz
sh (z1=2)) = sh 2z chz %= ch 2 sh 2
¢ch (zyx2) = chgz chz = sh 2z sh 2
th (21iZ2) — th z1 = th 2

1= th z; th 2
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Les fonctions trigonométriques (ou circulaires) et les fonctions hyperboliques sont liées par
les relations suivantes :

siniz = ishz cosiz = chz tgiz = ithz

Il
fl
I

sh iz isin 2z ch iz cos 2 th iz itgz
6. Fonctions logarithmiques. Si z = ¢* , nous écrirons w = Logz appelé le logarithme népérien de

z. La fonction Log zest donc linverse de la fonction exponentielle et peut étre définie par
w =Logz=Log z+ i(6 + 2kmw) E=0,z21,%22,...

ou z = rei® = rei(0+2km)  On remarque que Logz est une fonction multiforme (cette fonction
possede une infinité de déterminations). La détermination principale ou valeur principale de Log z
est souvent définie par Logr + i6 ou 0 < 6 < 27. Cependant tout autre intervalle d’amplitude
27 peut étre utilisé, par exemple — 7 < 0 < + 7 ete.

La fonction logarithme peut étre définie pour d’autres bases réelles que e. Ainsi pour z=a"
on aw =Log,zavec a > 0 et a#* 0,1. Dans ce cas z = e¥lo2? et donc w = Log z/Log a.

7. Fonctions trigonométriques inverses. Si z = sin w alors w = arc'sin z est appelée la fonction in-
verse de sin z ou arc sinus de 2. De la méme facon on peut définir d’autres fonctions trigono-
métriques inverses arcos z, arctg z, etc., Ces fonctions qui sont multiformes peuvent étre expri-
mées au moyen de la fonction logarithme. Dans les formules qui suivent nous avons omis la

constapte 2k7wi, k=0, £1, £ 2, ..., du logarithme.
_ 1 — 1
arcsinz = — Log (iz + /1 — 22) arcos 2 = — Log(z + /22 — 1)
i i
1 1+ iz 1 z+i
arctg z =-—_Log< - > arcotgz = ——,Log( )
2i 1—iz 27 z2—i

8. Fonctions hyperboliques inverses. Si z = sh w alors w = argsh 2z est la fonction inverse du sinus
hyperbolique de z. De la méme fagcon nous pouvons définir d’autres fonctions inverses des fonc-
tions hyperboliques : argchz, argth z, etc. Ces fonctions qui sont multiformes peuvent étre ex-
primées au moyen de la fonction logarithme. Dans les formules qui suivent, nous avons omis
la constante 2kwi, R =0, £ 1, £2, ..., du logarithme.

argsh z = Log(z + /2% + 1) argch z = Log(z + /22 — 1)

1+2>

z+1>
1—2z

1
argcothz = — Log(
2 z—1

e = Lrog (
ar z = -
g 2og

9. La fonction z%, ou « peut étre complexe,est définie par z¢ = ¢*L°8Z De méme si f(z) et g(2)
sont deux fonctions données, de z, nous pouvons définir f(2)8) = e8@Loef/ (@ En général de
telles fonctions sont multiformes.

10. Fonctions algébriques et transcendantes. Si w est solution de 1’équation algébrique

Po(z)w™ + Pi(z)w ! + «oo 4+ Pooy(2)0 + Pu(z) = 0 (6)

ou Py # 0,P(2),...,P,(2) sont des polyndmes en z et n un entier positif, alors w = f(2) est
appelée une fonction algébrique de z.

2

Exemple : w = z1/2 est solution de I’équation w2 —z = 0 et est donc une fonction algébrique de z.



Chapitre 2/ Fonctions, limites et continuité 37

Toute fonction qui ne peut étre considérée comme solution de (6) est appelée fonction trans-
cendante. Les fonctions trigonométriques et hyperboliques ainsi que leurs inverses, la fonction lo-
garithme, la fonction exponentielle, sont des exemples de fonctions transcendantes.

Les fonctions considérées dans les paragraphes 1 a 9 ci-dessus ainsi que les fonctions qui en
dérivent par un nombre fini d’opérations telles que addition, soustraction, multiplication, division
et extraction de racines, sont appelées fonctions élémentaires.

POINTS DE BRANCHEMENT ET COUPURES

Considérons la fonction w = z'/?. Supposons gue nous
fassions décrire a z un contour fermé (parcouru dans le sens
direct) autour de l'origine, a partir d’'un point A [Fig. 2-5] A
z =ref® w=/re!%? si bien que en A, 6 =0, et
w = +/re®1/2. Lorsque 'on revient en A apres un tour com- 5
plet 0 =6, + 4w, w = /re'C1*2M/2 = | /re'?1/2 Nous ne
retrouvons donc pas la valeur initiale de w. Cependant si \J
I’on effectue un second tour complet ie. § = 6, + 4w,

w = /ref@1+4mM2 = /7¢1%1/2 et nous obtenons alors la va-
leur initiale de w. Fig. 2-5

Plan de la
variable z

Nous pouvons décrire ce qui précéde en posant que si 0 < 0 < 27 nous sommes sur une
branche de la fonction multiforme z!/2, et si 27 < 6 < 47 nous sommes sur l'autre branche.

1l est clair que chaque branche est uniforme. De maniére a rendre la fonction uniforme, -nous
tracerons artificiellement une demi-droite telle que OB, ou B est a Uinfini [toute autre demi-droite
issue de O pourrait étre utilisée] et nous conviendrons de ne pas la franchir. Cette droite [tracée
en trait plein sur la Fig. 2-5]est appelée une coupure, et O est appelé un point de branchement.
On notera que la considération de circuits fermés autour d’autres points que z = 0 ne conduit pas
a différentes valeurs de la fonction ; z = 0 est donc le seul point de branchement a distance finie.

SURFACES DE RIEMANN

Il existe une autre facon d’introduire la coupure décrite ci-dessus. Imaginons, pour cela, que
le plan de la variable z est formé de deux feuillets superposés. Coupons les feuillets le long de OB
et raccordons le bord inférieur du feuillet le plus bas au bord supérieur du feuillet le plus haut.
Alors partant du feuillet inférieur et effectuant un tour complet autour de O nous parviendrons
sur le feuillet supérieur. Si nous raccordons maintenant les bords libres nous reviendrons sur le
feuillet inférieur, en continuant notre circuit.

L’ensemble des deux feuillets est appelé une surface de Riemann pour la fonction z /2.
Chaque feuillet correspond a une détermination de la fonction et sur chaque feuillet la fonction
est uniforme.

La notion de surface de Riemann présente ’avantage d’obtenir de facon continue les différentes
valeurs d’une fonction multiforme.

On peut étendre aisément ces notions. Ainsi pour la fonction z'/® la surface de Riemann cor-
respondante aura 3 feuillets ; pour Log z1a surface de Riemann aura une infinité de feuillets.

LIMITES

Soit f(2) une fonction uniforme définie dans un voisinage de z = z, sauf peut-étre en z = z,
(c’est-a-dire définie dans un 6 voisinage pointé de z,). Nous dirons que le nombre complexe [ est
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la limite de f(z) quand z tend vers 2z, et écrirons lim f(z) = ! si pour tout nombre positif €
z—+2g

(arbitrairement petit) nous pouvons déterminer un nombre positif § (dépendant d’habitude de €)
tel que |f(2) —1]<e dés que 0<|z— 2| <9d.

Dans de telles circonstances nous dirons également que f(z) tend vers | quand z tend vers 2,
et écrirons f(z) = [ quand z ~ 2z,. La limite est indépendante de la maniére dont z tend vers 2,.

Géométriquement ceci signifie que z, étant un point du plan complexe, lim f(z) = ! si la va-
Z"’ZO

leur absolue de la différence entre f(z) et [ peut étre rendue aussi petite que nous le désirons en
choisissant z suffisamment prés de z, (en excluant z = 2;).

P
Exemple : Soit f(z) = {; ¢ Z Alors quand z tend vers 7, f(z) se rapproche de ;2 =— 1. Nous
zZ =1
pouvons conjecturer que lim_ f(z) = — 1. Pour le prouver, nous devons voir dans quelle mesure
zZ—=1

la définition précédente est satifaite. Pour cette démonstration voir le probléme 23.
On remarquera que lim f(z) # (i), i.e. la limite de f(z) quand z = i n’est pas la méme que
z—rq

la valeur de f(z) en z = i, car f(i) = O par définition. La limite serait — 1 mé&me si f(z) n’était
pas définie en z = i

Quand la limite d’une fonction existe, elle est unique, i.e. c’est la seule (voir le probléme 26).
Si f(z) est multiforme la limite de f(z) quand z - 2z, peut dépendre de la branche choisie.

THEOREMES SUR LES LIMITES
Si limf(z) = A et limg(r) = B, alors

1. lim {f(z)+g9(&)} = limf(z) + limg(z) = A + B
2. lim {f(z)—g(?)} = limf(z) — limg() = A - B
3. lim (f(2) ()} = {limf thng } AB
lim £(2)
. f(2) e _ A
4 ll_frzlog(z) B zlimg(z) =5 " B=0

POINT A L’INFINI

Par la transformation w = 1/z, le point z = 0 (i.e. l'origine) est transformé en w = oo appelé
point a l’infini du plan de la variable w. De la méme facon nous noterons par z = < le point a
Pinfini du plan de la variable z. Pour étudier le comportement de f(2) a 2 = oo, il suffira de po-
ser z = 1/w et d’étudier le comportement de f(1/w) a w = 0.

Nous dirons que Zlirg f(z) =1 ou que f(2) tend vers | quand z tend vers l’infini, si pour tout
€ > 0 on peut trouver M > 0 tel que |f(2z) — 1| < € pourvu que |z| > M.

Nous dirons que zlir;n f(2) = =« ou que f(2) tend vers 'infini quand z tend vers z,, sl pour
-z g
tout N > 0 on peut trouver § > 0 tel que |f(2)| > N dés que 0 < |z—2z,]<$§.
CONTINUITE

Soit f(z) une fonction uniforme définie dans un voisinage de z = z, et en 2, (i.e. un § voi-
sinage de z¢). La fonction f(2) est dite continue en z = z, si Zlirzn f(2) = f(2¢). Notons que pour
~zg

que f(2) soit continue en z = 2z, les trois conditions suivantes doivent &étre simultanément remplies.
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1. lim f(2) = | doit exister
2'—’20

2. f(z,) doit exister, i.e. f(2) est définie en 2,
3. 1=1(z)

De maniére équivalente, si f(z) est continue en 2z, ceci peut étre traduit de facon suggestive
par Pégalité lim f(z) = 7/ lim z> .
=20

‘\2-:»20
Exemple 1 : Si () = {ZZ ? ?&1_ alors d’aprés 'exemple de la page 38, zh_)mZ f(z) =— 1. Mais f(i) = 0.
2=

Donc lim, f(}) # f(i) et la fonction n’est pas continue en z = i.
z—1
Exemple 2 : Si f(z) = z2 pour tout z, alors lim f(z) = f(i) = — 1 et f(z) est continue en z = 7.
z—1

Les points du plan de la variable z ol f(z) n’est pas continue sont appelés discontinuités de

f(2), et f(z) est dite discontinue en ces points. Si 1_13211 f(2) existe mais n’est pas égale a f(z,) on peut
z 0
rendre la fonction continue en changeant la valeur f(2,) et en attribuant a f(z) pour z = z, la
valeur lim f(z). ,
z7zZg

On peut exprimer la continuité d’une fonction d’une maniére différente de celle vue ci-dessus ;
f(z) sera dite continue en z = zy si a tout € > 0 on peut associer § > 0 tel que |f(2) — f(zq) <€
pour {z — 29[ < 8. On notera que ce n’est pas autre chose que la définition de la limite avec
[ = f(zy) et sans la restriction z # 2.

CONTINUITE DANS UNE REGION

Une fonction f(z) est dite continue dans une région du plan complexe si elle est continue
en tous les points de cette région.

THEOREMES SUR LA CONTINUITE
Théoréme 1. Si f(z) et g(2) sont continues en z = z,, les fonctions f(2) + g(2), f(2) —g(2),
f(2)
z z) et
f(e) g(e) et

valables pour une région.

le sont également, la derniere seulement si g(z)} ¥+ 0. Des résultats semblables sont

Théoréme 2. Parmi les fonctions continues dans tout domaine fini du plan complexe on peut
citer (a) tous les polyndmes, (b) €%, (¢) sinz et cos z.

Théoréme 3. Si w = f(z) est continue en 2 = 2z et si 2 = g({) est continue en { = {, avec
$o = f(z0), alors la fonction w = g[f(2)], appelée fonction de fonction ou fonction composée,
est continue en z = z,. D’une facon plus condensée ceci s’exprime parfois sous la forme suivante :
Une fonction continue d’une fonction continue est continue.

Théoréme 4. Si f(z) est continue dans un domaine fermé,elle y est bornée ; ie. il existe une
constante M telle que |f(z) | < M pour tous les points z de ce domaine.

Théoréme 5. Si f(z) est continue dans un domaine alors la partie réelle de f(z) et sa partie
imaginaire y sont également continues.

CONTINUITE UNIFORME

Soit f(z) une fonction continue dans un ouvert connexe. Alors par définition et pour tout
point z, de lensemble de définition, quel que soit € > 0, nous pouvons trouver § > 0 (qui dépend
en général a la fois de € et du point particulier z,) tel que | f(2) — f(20) | <€ si|z—2z,] <5.

Si nous pouvons trouver 6 ne dépendant que de € et non du point particulier 2,5, nous dirons que
f(z) est uniformément continue dans ce domaine.
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On peut dire également que f(z) est uniformément continue dans un ouvert connexe si pour

tout € > 0 nous pouvons trouver & > 0 tel que |f(z,) — f(z,)| < e dés que lzlt—zﬂ <8, z, et
z, étant deux points quelconques de 'ouvert considéré.

SUITES

Une fonction d’une variable entiére positive, désignée par f(n) ou u,, ol n =1,2,3,...,
est appelée une suite. Une suite est donc un ensemble de nombres rangés dans un ordre donné et
obtenus selon une loi bien définie. Chaque nombre de la suite est appelé un terme et u, est appelé
le ni®me terme. La suite uy ,u, ,us ,... est par abréviation désignée par {u,}. La suite est dite finie
ou infinie, selon qu’elle comporte un nombre fini de termes ou non. Sauf autre spécification nous
ne considérerons que des suites infinies,

Exemple 1 : L’ensemble des nombres 7, 72,i3,..., 7190 est une suite finie. Le terme de rang » est donné
par w, =%, n=1,2,...,100.
(1+9% q+93
21 31

n est donné par u, = (1 +)"/n!,n=1,2,3,....

Exemple 2 : L’ensemble des nombres 1 + i, est une suite infinie ; le terme de rang

LIMITE D’UNE SUITE

Un nombre ! est appelé limite d’une suite infinie u, , u,, u,,... si pour tout nombre positif
€ nous pouvons trouver un nombre positif N dépendant de € tel que |u, —I| <e pour tout n>N.
Dans un tel cas nous écrivons lim u, = /. Si la limite d’une suite existe, la suite est dite conver-

n—roe

gente, dans le cas contraire elle est dite divergente. Une suite ne peut converger que vers une seule
limite, i.e. si une limite existe elle est unique.

Une facon plus intuitive mais moins rigoureuse d’exprimer cette notion de limite consiste a
dire qu’une suite u, , Uy, Uz ,... admet une limite [ si les termes successifs se “rapprochent de
plus en plus” de /. Ceci est souvent utilisé pour avoir une idée de la valeur de la limite, ensuite
on applique la définition pour vérifier si la conjecture est correcte.

THEOREMES SUR LES LIMITES DE SUITES
Si lima, = A et limb, = B, alors

1. lim(a.+b,) = lima, + limb, = A + B
2. lim(axn—b,) = limae, — limb, = 4 — B
3. lim (a.b,) = <1ima,,><nm b," = AB
n= % n—= oo n /"
lim a,
T LS T _ A _
4oy, T Tme, - 3 BT

7 -0

Des compléments sur les suites seront donnés ultérieurement au Chapitre 6.

SERIES INFINIES

Soit uy, u,, Uz ,..., une suite donnée.
Formons une nouvelle suite S,, S,, S,,... définie par
S: = ur, Sp = U1+ Uz, Ss = Urt+ust+us, -, Sp=U+Us+ - FUs
ou 8, , appelée la n*°™® somme partielle, est la somme des n premiers termes de la suite {u,} .
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La suite S; , S, ,S3,... est représentée par

o
Uy T U+ Uz + -0 =Dy,
n=1

qui est appelée une série infinie. Si lim S, = S existe, la série est dite convergente et S est sa
n—roo

somme ; sinon la série est dite divergente. Une condition nécessaire pour que la série converge est
que lim u, = 0 ; cette condition n’est pas suffisante (voir les problémes 40 et 150).
n—roo

D’autres éléments sur les séries infinies seront donnés au Chapitre 6.

Problemes résolus

FONCTIONS ET TRANSFORMATIONS

1. Soit w = f(2) = z?. Trouver les valeurs de w qui correspondent a (a) 2 =—2+i et a
(b) 2 = 1 —3i ; montrer de quelle facon la correspondance peut étre représentée graphiquement.

(@) w = f(—2+17% = (-2+1)2 = 4—4i+142 = 3 —4i
(B w = f1—8) = (1—3)2 = 1 —6i+9i2 = —8 — 61
Plan de la variable z Plan de la variable w
Yy v
1 ]
Y| I
::::Y¢:17‘|::=:|||| x llllleAlnnlllLlllu
] T R T U 1 T T T T T T T T 1 T T T 1 L} L t L} T
loe1-3: 1 /
1Q , + °3—4i
I o —8—6i I
Fig. 2-6 Fig. 2-7
le point z = — 2 + | représenté par P dans le plan de la variable z, figure 2-6, a pour image le point w=23 —4i

représenté par P’ dans le plan de la variable w, figure 2-7. Nous dirons que P est transformé en P' au moyen de
la fonction, ou de la transformation w = z2. De la méme maniére, z = 1 — 3i [point Q de la figure 2-6] est trans-
formé en w = — 8 — 67 [point Q' de la Fig. 2-7]. A chaque point du plan des z correspond un point et un seul
(image) du plan des w ; w est donc une fonction uniforme de z.

2. Montrer que la droite joignant les points P et @ du probléme 1 est transformée par w = 22 en
une courbe passant par P’ et @' dont on déterminera 1’équation
Les points P et O ont pour coordonnées (— 2,1) et (1,—3). Les équations paramétriques de la droite
passant par ces points sont

x—(=2) _ y—1
I—(—2) — —3=-1 =t ou x=3t—2, y=1—4¢

L’¢quation de la droite PQ peut &tre mise sous la forme z =3¢ — 2+ i(l — 41). La courbe transformée
de la droite a pour équation

w o= 2 = {3t—2+dl—46))2 = (3t—2)2 — (1—4)% + 2(3t — 2)(1 — 4¢)i
= 8 — 4t — T8 + (—4 + 22t — 24¢2)i

En tenant compte de w = u + iy, les équations paramétriques de la courbe image sont
u = 33— 4t — T2, v = —4 4 22t — 24¢2

On obtient la représentation graphique de cette courbe en faisant varier ¢,
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3. Un point P se déplace dans le sens direct sur le cercle du plan de la variable z, centré a l'ori-
gine et de rayon 1. Montrer que si P est transformé en P’ au moyen de la transformation
w = 23, quand P parcourt une fois dans le sens direct le cercle considéré, son image P’ fait
trois tours complets dans le sens direct sur le cercle du plan de la variable w centré a l'origine
et de rayon 1. -

On pose z = re!?. Alors sur le cercle lz|=1[Fig. 2-8],r=1et z= e Dot w=:3= (eig)3 = 310

Si (p,¢) désignent les coordonnées polaires dans le plan de la variable w, nous avons w = pei® = ¢3if et donc
p=1,¢=30.

Plan de layvariable z Plan de la X}a:iable w
P
N
1 P x & = 36 ”
o,/ &
Fig.2-8 . Fig. 2-9

De p = 1 on déduit que limage P' se déplace sur un cercle du plan de la variable w, de rayon 1 et de
centre 'origine [Fig. 2-9]. De plus quand P se déplace dans le sens direct d’un angle 6, P' se déplace dans le
sens direct d’un angle 36. Donc quand P fera un tour complet, P’ fera trois tours complets. En termes de vec-
teurs cela signifie que le vecteur O’ P’ tourne trois fois plus vite que le vecteur OP.

4. Sic; et ¢, sont des constantes réelles quelconques, déterminer les ensembles de points du plan
de la variable z qui sont transformés en les droites (¢) u = ¢;, (b) v = ¢, du plan de la variable
w, au moyen de la transformation w = z2. Rprésenter graphiquement les cas particuliers
¢, =2,4,—2,—4etec, =2,4,—2, —4,

Nous avons w = u + iv = 22 = (x + jy)> =x2 —y2 + 2ixy , si bien que u = x2 — 2, v = 2xy. Les droites
u=c; et v =, du plan de la variable w correspondent donc respectivement aux hyperboles x? — y2 = ¢y et
2xy = c,, du plan de la variable z ainsi que le représentent les figures 2-10 et 2-11.

Plan de la variable z ARV
Plan de la variable w
- o
| t v o -
I i i [
= B 3 =
. & v 4
s |Pouw/ VouZ'
=2
U
} v==2
TouX’ UouY’
v=—4
Fig. 2-10 Fig. 2-11
. En se reportant au probléme 4, déterminer (a) 'image de la région du premier quadrant délimi-
tée par x? —y2 = —2, xy =1, x2—y? = —4 et xy = 2 ; (b) 'image de la région du plan de
la variable z délimitée par toutes les branches de x2 —y2 =2, xy =1, x2 —y2 =—2 et xy=—1;

(¢) les coordonnées curvilignes du point du plan des xy dont les coordonnées rectangulaires sont
(2,—1).
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(¢) La région du plan de la variable z est indiquée par la partie ombrée PQRS de la figure 2-10. Cette région
a pour image la partie ombrée imposée P'Q’R’S’ de la figure 2-11. On notera que la courbe PQRSP est
décrite dans le sens direct ainsi que son image P'Q'R'S'P’.

(b) La région considérée du plan de la valria,ble z est indiquée par la partic ombrée PTUVWXYZ de la figure 2-10.
Cette région a pour image le carré P T U V', ombré dans la figure 2-11,

Il est intéressant de remarquer que la frontiére de la région PTUVWXYZ est décrite une fois seulement
alors que la frontiére de la région image P'T'U' V' I’est deux fois. Ceci est di au fait que les huit points
Pet W, TetX, UetY, VetZ duplan de la variable z sont transformés en les quatre point P’ ou W',
T' ou X', U ou Y', V' ou Z', respectivement.

Cependant quand la frontiére de la région PQRS est parcourue une fois, la frontiére de la région image
est aussi parcourue une fois, La différence est due au fait qu’en décrivant la courbe PTUVWXYZP nous
n’entourons pas l’origine.

(¢) u=2a2—y2= (22— (—1)2 =8, v = 2xy = 2(2)(—1) = —4. Les coordonnées curvilignes sont donc u = 3,
v=—4,

FONCTIONS MULTIFORMES

6.

(a)

(0)

(¢}

Soit w5 = z et supposons que pour la valeur particuliere z = z; nous ayons w = w,. (a) Si
partant du point z; dans le plan de la variable z [voir Fig. 2-12] on décrit dans le sens direct
un contour fermé entourant ’origine, montrer que la valeur de w aprés retour en z; est wlez”'[/ 5
(b) Quelles sont les valeurs de w en z; aprés 2,3,... tours complets autour de Yorigine ?

(c) Traiter (a) et (b) si le contour n’entoure pas l'origine.

Plan de la variable z Plan de la variable w
y v
C w,e2miss
Z
T N wy
61 x wle4ni/5 ”

W, e87i/5

wleﬁwi/fo

Fig. 2-12 Fig. 213
On pose z = re'? dott w=zU5=71/5¢9/5 Sir=1r et = 6, alors w, =rl/% 0115,

Si § crot de 8, a 6; + 27, ce qui arrive au cours d’un tour complet dans le sens direct autour de
I’origine, on trouve

w = rUS el IS = pli5 Gi0n/5 2TI/S = g o271/
Apres deux tours complets autcur de l’origine on trouve
w = U5 QIO TS = L5 oi0u/5 4TS = qpy gdwi/
De la méme fagon aprés 3 et 4 tours complets autour de P'origine
w = w, ebri/s et w = 1w, e8TI/5
Aprés 5 tours complets la valeur de w est wle,’l()TT"/5 = w,, si bien que I'on ne retrouve la valeur initiale
qu’aprés avoir décrit 5 fois le contour considéré. Ensuite le cycle se répéte [voir Fig. 2-13].

Autre méthode. De w5 = z, nous tirons argz = S arg w d’ou I'on déduit
(Variation de arg w) = % (Variation arg z)

D’olu si 'argument de z augmente de 27,47, 67, 87, 10m,..., Pargument de w augmente de 27/5,
47/5, 6m/5, 8m/S, 27,... ce qui conduit aux résultats déja obtenus en (a) et (b).

Si le contour considéré n’entoure pas l'origine ’accroissement de arg z est nul, et il en est de méme pour
I’accroissement de arg w. Dans ce cas la valeur de w est w; quel que soit le nombre de tours effectués.
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7. (a)

(b)
(c)

(a)

()

(c)

Variables complexes

Dans le probléme précédent expliquer pourquoi on peut considérer w comme un ensemble
de cing fonctions uniformes.

Expliquer géométriquement les relations entre ces fonctions uniformes.

Montrer géométriquement comment on peut ne considérer qu’une seule de ces fonctions
uniformes.

De w5 =z = re'® = re! @+*2K™ 4y k est un entier nous tirons
w = gl/Bel8+2%m/5 =  pli5{cos (¢ + 2k=)/5 + i sin (6 -+ 2k7)/5}
et donc w est une fonction multiforme de z pouvant prendre les cing valeurs données par k = 0,1,2,3,4.

De facon équivalente nous pouvons considérer w comme un ensemble de cing fonctions uniformes appelées
branches de la fonction multiforme considérée, en restreignant les variations de 6. Ainsi nous pouvons écrire
w = rl/5(cos /6 + isin 6/5)
oll nous prenons pour 8 les cing intervalles possibles 0=¢ <2 2; =4 <4s,...,87 =¢ <107, tous les
autres intervalles conduisant aux mémes résultats.
Le premier intervalle 0 < 0 < 27 correspond 4 la détermination principale de la fonction multiforme
considérée.

D’autres intervalles de longueur 27 peuvent également étre utilisés, ainsi —7 = ¢ <7, = = ¢ < 3r, ete,

Si ’on considére la branche principale
w = rl/5(cos /5 + isin 6/5) ol 0

IA

9 < 27

Aprés un tour complet autour de 'origine dans le plan de la variable z, § augmente de 27 et donne une
autre branche de la fonction. Aprés un autre tour complet autour de l'origine une autre branche est obte-
nue, et ainsi de suite jusqu’a ce que les cinq branches ayant été trouvées nous retournions a la détermina-
tion principale.

Les différentes valeurs de f(z) étant obtenues en tournant autour de z = 0, le point z = 0 est appelé
un point de branchement.

Nous pouvons ne considérer qu’une seule de ces fonctions uniformes, habituellement la branche principale,
en imposant que pas plus d’un tour complet autour de Porigine ne puisse étre effectué, i.e. en restreignant
convenablement les variations de 6.

Dans le cas de la détermination principale ceci est obtenu en construisant une coupure notée OA
dans la figure 2-14 ci-dessous, et portée par la partie positive de ’axe réel ; nous nous imposerons de ne
pas traverser cette coupure (quand on traverse la coupure on obtient une autre branche de la fonction).

Si nous choisissons pour la variable 6 un autre intervalle de variation que 0 <6 < 27, on choisira
comme coupure une autre demi-droite du plan de la variable z, issue du point de branchement.

Dans des applications qui seront vues plus loin il sera utile de considérer des contours tels que celui

" qui est indiqué figure 2-15 ou figure 2-14 qui en est un cas limite.

Plan de la variable z Plan de la variable z
Yy Yy
H|
E
/J : | | / : G |
0 ; A D\
o

Fig. 2-14 Fig. 2-15

LES FONCTIONS ELEMENTAIRES

8. Montrer que (a) e+ e = enta, (D)

e:i — el’ (C) et 2kmi — ez, k — 0’ il, _,__2, L

(a) Par définition e* = e*(cosy +isiny) ol z = x-+iy. Doncsi 2 = x,+iy; etsi 25 = zg + 1ys,
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et1+e22 = e%1(cosy, + isiny;) ¢ ez (cosy, + isin Ys)
e%1 » e%2 (cos ¥, + 1sin yy)(cos yp + isinyg)

Il

= emtm{cos (y; +us) + isin(y; typ)} = enta
b) le?] = |e*(cosy +isiny)| = le*||cosy + isiny| = €1 = e°
e2t2kmi = oz g2kmi = e2(cos 2kw + isin2kz) = €*

(¢) D’aprés (a),
Ceci montre que la fonction e? admet la période 2kmi. En particulier elle a la période 2mi

9, Démontrer que
(@) sin®?z + cos?z = 1 (¢) sin(z1+22) = sinz; coszz + cos 2z sinz,
(b) e = cosz +isinz, e * = cosz —1sinz (d) cos(?1+2z) = COSZ1 COS 2y — sinz; Sinz;

eiz — p—iz ez + e—iz

Par définition, sinz = —y ) sz = 2 . Donc
(@) sin2z + cos?z = o — iz + o 4 e7it)
5 ) 2
- _ <e2iz —92 4 e~2iz> n <62iz + 2 4+ e—2iz> - 1
4 4
(b) (1) e* —e iz = 2ising, (2) e*+ e~z = 2cosz

Par addition de (I) et (2) : 2¢iz = 2¢cosz + 2isinz et e% = cosz + isinz

En soustrayant (1) de (2) : 2¢—i% = 2cosz — 2isinz et e~ % = cosz — isinz
( ) in (2, + ) eilz1729) — e~z tzy) ei?1 e giza — e i21e gTi22
¢) sin(z,+2y) = —m————— = .
! 2 21 21
_ (cosz; + isinz)(coszp + isinzy) — (cosz; — isinz;)(cosz, — isinzy)
21
= sinz; coszy, + cosz; sinz
gilz1r2y) 4 e ilz T2 : eiz1e gits | gTiz1e gTi2
(d) cos(zy+2z9) = 3 = 3

cos z; + isinz,)(cos zo + isinzy) + (cosz; — isinz;)(cos 2z — 1 sin 2y)
1 1 2 2
B 2

= cosz; cosZy — sing; sinzy

10. Montrer que les zéros de (a) sin z et (b) cosz sont tous réels, déterminer leurs valeurs.

.. eir — e~ iz . . . R
(¢) Si sinz = o~ 0, alors e® = e % ou e2* =1 =7, k = 0,*1,*2,....
Dol 2iz = 2kmsi et z=km, ie z=0,*7, *27, %37, ... sont les zéros cherchés.
. eiz + ¢~ iz . . . .
(b) Si cosz = —=—— = 0, alors ez = —e"iz et e2r= —1 =kt [ = 0,*1,%2,....

2
Dol 26z = (2k+ )i et z=(k+ )=, ie z==*r/2, £37/2, +5¢/2, ... sont les zéros cherchés.

11. Démontrer que (a) sin (-2) = —sinz, (b) cos(—z) =cosz, (c) tg(-2)=—18 2.
. el — gmi(—R) e~ iz — giz ez — g—iz .
a —z) = = — (e e N
(a) sin (—2) 5 % < a7 > sin z
(b) cos (—z) _ ei(—2) +2e—i(—z) _ e—iz2+ eiz _ eiz +2e—iz ~ cosz
(¢) tg (—z) = Sin{=2) _ SNz — _ o7 3 Vaide de (a) et (b).
cos (—z) cos z
Les fonctions de z telles que f(— z) = — f(z) sont appelées fonctions impaires cependant que celles pour

lesquelles f(— z) = f(z) sont appelées fonctions paires. Ainsi sinz et tgz sont des fonctions impaires cepen-
dant que cosz est une fonction paire.
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1 .
12. Montrer que : (a) 1 —th%’z = iz (¢) cosiz =chz
(b) siniz = ishz (d) sin(x + iy) =sinxchy + icosx shy
z ,—2 e: — g—® s
(@) Par définition, chz = ELZ‘L_’ she = —5—. Dol
z -z\2 — g—z\2 €27 - 2 + e—22 €2 — 2+ e"2  _
ch2z — sh2z = <z_ir2_e_> _<e_2_> - : B : .
1
. h2z — sh2z _ 1 _ 2, —
Divisant par ch?2z, < 73 = <5y o 1 te?z = 7
L el — gmilin) _ emz— ez _ l,<e2-—e—Z> i shz
(b) sinwz = 57 = 77 e
o eiliz) 4+ g—itiz) _ e# + e e + e~ % — ¢hz
(¢) cosiz = 5 = 3 5
(d) Dr’aprés le probléme 9(c) et les parties (b) et (¢) nous avons
sin(x+14y) = sinxcosiy + cosxsiniy = sinxz chy + icosxshy

13. (@) Siz=¢e" avec 2z =r(cost + isinf) et w = u + jv, montrer que u =Logr et v =0 + 2km,
B=0,%1,+2,, .. s bien que w =Logz=Logr+ [(6 + 2k7). (b) Déterminer les valeurs de
Log (1 —i). Quelle est la détermination principale ?

(@) De z = r(cosp +ising) = ew = evtiv = eu(cosv + sinv), On tire en égalant les parties réelles et
imaginaires, ) .
(I) e*cosv = rcosé (2) etsinv = rsineg

En élevant au carré (I) et (2) nous obtenons par addition e?" =2 ou e¥ =r et u =Log r. Alors de (I)
et (2) on tire r cos v =r cos 0, ¥ sin v=sin § dobv=0 + 2kn. Onadoncw = u + v = Log r +i(8 + 2k

Siz=e¢e" on aw=Logz Nous voyvons donc que Log z=Logr + i(§ + 2km). Une autre fagon
d’écrire la méme chose est Logz = Logr+ {6 ou @ peut prendre une infinité de valeurs qui différent les
unes des autres d’un multiple de 27.

Notons que formellement Log z =Log(re’®) =Logr + i# en utilisant les régles habituelles du calcul
logarithmique des mathématiques élémentaires.

(b) De 1—i = yZeTm/+2m, on tire Log (1—14) =Logy3 + <%+ 2k7i> = 2 Log 2 %+ gkni,
La détermination principale est % Log 2+ 7%1- obtenue en donnant a k la valeur 0.

14. Montrer que la fonction f(2) = Log za un point de branchement
en z = 0.

On alog z = Log r+ i6. Supposons que l'on parte du point z; # 0 du
plan complexe avec » =1y, 6§ = 0;,0n a donc Log z; =Logry + i0, [voir
figure 2-16]. Alors aprés un tour complet autour de l’origine dans le sens
direct, on frouve en revenant en z, r =r;, § = §; + 27 sibien que
Log zy=Logr,+i(8; + 2m). Nous sommes donc sur une autre branche de
la fonction et donc z = 0 est un point de branchement,

Des tours supplémentaires autour de 1’origine nous conduirons a d’autres
branches et (ce qui n'est pas le cas des fonctions telles que z!/2 oy z1/5)
nous ne reviendrons jamais a la branche initiale.

On déduit de 1a que Log z est une fonction qui admet une infinité de déterminations. La branche particu-
liere de Log z qui est réelle quand la variable z est réelle et positive, est appelée la détermination principale.
Pour obtenir cette branche principale nous imposerons § = 0 pour z > 0. Ceci peut étre fait en prenant
Logz=1Logr+ il ol § est choisi de telle maniére que 0 <6 < 27 ou — 7 <8 <, etc.

Fig. 2-16

Comme généralisation de ce résultat notons que Log (z — a) admet z = ¢ pour point de branchement.
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. On considére la transformation w = Log z. Montrer que (a) les cercles centrés a l’origine dans

le plan de la variable z sont transformés en droites paralléles a 'axe des v dans le plan de la
variable w, (b) les droites ou les rayons issus de l’origine dans le plan de la variable z sont
transformés en droites paralléles a I’axe des u dans le plan de la variable w, (c¢) le plan de la
variable z est transformé en une bande de largeur 27 dans le plan de la variable w. Illustrer
ces résultats graphiquement.

Nous avons w = u + iv = Logz = Logr+ if et donc u = Logr,v = 0.

Choisissons la détermination principale de telle maniére que w =Logr + 1§ ot 0 <0 <27.

(a) Les cercles centrés a l'origine et ayant pour rayon g, ont pour équation [z | = r = q. lls sont transformés

en les droites du plan de la variable w d’équations u# = Log a. Dans les figures 2-17 et 2-18 les cercles et
les droites correspondantes sont représentés pour les valeurs ¢ = 1/2, 1, 3/2, 2.

Plan de la variable z Plan de la variable w
> v

[ a=0 U
R
= 53 8 R
COLLE
F 5
QL
P 3 3
& I e
]
Fig. 2-17 Fig. 2-18

{b) Les droites ou rayons issus de l’origine dans le plan de la variable z (en pointillé dans la figure 2-17)

(c)

ont pour équation f = a. Ces droites sont transformées en les droites du plan de la variable w ayant
pour équation v = « (en pointillé dans la figure 2-18). Nous avons indiqué les courbes qui correspondent
aa=0, nf6, n/3 et 7/2.

A tout point P donné du plan de la variable z, défini par z # 0 et ayant pour coordonnées polaires (r, 0)
avec 0 < & < 2m, » > 0, on peut faire correspondre un point P' de la bande de largeur 27 ombrée dans
la figure 2-20. Le plan de la variable z est donc transformé en cette bande. Le point z = 0 est transformé
en un point de la bande appelé quelquefois point 4 I'infini.

Si 0 est tel que 27 <0 <47 le plan des z est transformé en la bande 27 < v < 47 de la figure 2-20.
De la méme fagon nous pouvons obtenir les autres bandes de la figure 2-10.

On déduit de 1a qu’a tout point z ¥ 0 du plan de la variable z il correspond une infinité de points
images dans le plan de la variable w.

Plan de la variable z Plan de la variable w
|y v
O S, v=dr
z L ] P' 27
T P — =2 4
‘e x P v=0 ‘-1%"' u
e P’
Fig. 2-19 Fig.2-20

On remarquera que si 0 avait été choisi tel que — 7 <8 <7, 7 < 0 < 37, etc, les bandes de la
figure 2-20 auraient été translatées vers le haut d’une distance 7.
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16. Si nous appelons détermination principale de arcsin z celle qui vérifie arc sin 0 = 0, demontrer

ue . 1 . 5
! Arcsin z =—l.-Log(’Lz+\/1—z3)
3 . . glw — g—iw .
Siw = arcsin z, alors 2z = sinw = — d’ou
2
€W — 2iz — e”iw = 0 ou e2iw — izeiv — 1 = 0

. iz = /4 — 422 . - .
On trouve en résolvant €% = 2_”_—2_4—i = 2z VY1—22 = iz + V1—22
ol v/1 — z? tient lieu de

/1 — z2. D’autre part ¢/ = HdOW=2KT) =g 21, £ 2,. .,
ellw—2km = gz + /1 — 2> ou w = 2kr -+ l Log(iz +\/‘1 —22)
1

H+

La branche pour laquelle w = 0 pour z = O est obtenue en donnant & k¥ la valeur 0, et l'on trouve comme
il est demandé

1
w = Arc sinz=i—LOg (iz + V1—22)

17. Si nous appelons détermination principale de argth z celle pour laquelle argth 0 = 0, démontrer

que
1 1+2)
Argthz=7 Log | —— !
gt 2 g <1 -z
F o= — .- shw _e®—e ¥ an
Si w = argth z alors = th w= T w T wie-w d°u
(1—2)ew = (14+z2)e %  ou e = (1+2)/(1—2)
De g2w — eZ(w—kTri), on tire
. 1+z 1 /142
2(w—kmi) — = + = i
e = ou w kwi 3 Log \1~z>

La branche principale est obtenue pour k = 0,ce qui conduit au résultat demandé.

18. (a) Si z = re, montrer que 2l = ¢~ ¥ *2%¥M fcos(Logr)+ isin(Logr)lou k=0, £1, £2,....
(b) Si z est un point du cercle unité centré a l'origine, montrer que 2 représente une infinité
de nombres réels et préciser la valeur principale de z/.
(c) Trouver la valeur principale de i.
P = eiL'ng _ ei{Log ri(@+ 2kﬂ’)}
_ piLogr— (8 +2km) _ e—(6+2kﬂ) Tcos (Log 7) + isin (Log )}

La branche principale de la fonction multiforme f(z) = z! est obtenue pour k = 0 et est donnée par
e~ 9{cos(Logr)+ isin(Logr)} ol nous pouvons choisir § tel que 0 < 8§ < 2.

(a) Par définition z

(b) Si z est un point quelconque du cercle unité centré a lorigine, alors |z]| =r = 1. D’ou d’aprés (a) comme
Logr=0, on a z{ = e~ @ +2k®) gy représente une infinité de nombres réels. La détermination principale
est e~ % ol 0 est choisi tel que 0 < 0 < 27.

(c) Par définition, i = elL0g’=ei{i(Tr/2+‘2k7T)} = e !W/2HIM) car | = l(T242KT) et Iogi = i(7/2 + 2k=).
La valeur principale est e~ 7/2,

Autre mérhode. D’aprés (b), puisque z = i est un point du cercle unité centré a I’origine, pour lequel
6 = 7/2, la valeur principale est e~ 7/2,

POINTS DE BRANCHEMENT, COUPURES, SURFACES DE RIEMANN

19. On consideére la fonction w = f(2) = (22 + 1)1/2 (a) Montrer que z = * i sont les points de
branchement de f(z). (b) Montrer qu’un tour complet autour des deux points de branchement
a la fois, n’entraine pas de changement de branche de f (2).

(@) Nous avons w = (22+1)V2 = {(z—i)(z+14)}1/2, dou argw = Larg(z—1i) + Larg(z+1) et donc

(variation de argw) = —;— {variation de arg (z — 1)} + % {variation de arg(z + i)}
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Soit C [Fig. 2-21]} un contour fermé entourant le point i mais non le point —i. Quand z parcourt une
fois C dans le sens direct

doi variation de arg(z —i) = 27, variation de arg(z + i) =0
ou
variation de argw =7
Donc w ne reprend pas sa valeur initiale, i.e. il y a eu change- Plan de la variable z
ment de branche. Du fait qu’un tour complet autour du point Y
z = | change les branches de la fonction, on déduit que z = | 2

est un point de branchement. De la mé&me facon en utilisant
une courbe fermée C entourant — {, on peut montrer que
z = — [ est un point de branchement.

Autre méthode.
Soit z—1 = refft, 241 = ryeif:, Dol

X
w o= reeittime2 = mewl/z i05/2
Supposons que l’on parte avec la valeur particuliere de z cor-
respondant a4 8, =« et 05 =ay. Quand z décrit un tour dans .
le sens direct autour de i, 6; croit jusqu'a «; + 27 pendant que P
0, reste le méme, ie. 0, = a,. Dol
w o=V, eitant2am /2 giny/2
= —\r 7y ci/2 gian2
ce qui montre que l’on ne retrouve pas la valeur initiale de .
w, i.e. un changement de branche est survenu, montrant par Fig. 2-21
la que z = [ est un point de branchement.
(p) Si C entoure a la fois les deux points de branchement z = Plan de la variable z
comme dans la figure 2-22, alors quand z décrit une fois C Y
dans le sens direct
z
variation de arg(z — i) = 27
variation de arg(z +i)=27
et donc variation de argw = 27
x

Un tour complet autour des deux points de branchement ne
produit donc aucun changement de branche.

Autre méthode.

Dans ce cas, se référant a la deuxiéme méthode de la
partie (a), 6, croit de a; a a; + 27 pendant que §, croit
de a; 4 ap + 27. Donc

w = 1/7-17‘2 eilay +2m)/2 gilay +27)/2 = ‘/717'2 eiay/2 giny/2

et il n’y a pas de changement de branche.

Fig. 2-22

>

On peut choisir une des coupures indiquées en trait plein dans les figures 2-23, 2-24. Dans chacun de ces
cas si ’on ne traverse pas ces traits on est assuré de luniformité de la fonction.

20. Déterminer des coupures rendant uniforme la fonction du probléme 19.

Plan de la variable z Plan de la variable z
Y Y
| I

7 74
x x

Fig. 2-23 Fig. 2-24
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21. Décrire la surface de Riemann correspondant a la fonction du probléme 19.

Nous pouvons avoir différentes surfaces de Riemann correspondant aux figures 2-23, 2-24 du probléme 20.
Dans le cas de la figure 2-23 par exemple on peut imaginer que le plan de la variable z est formé de deux
feuillets superposés coupés le long du segment — i, + i. Les bords opposés de la coupure sont alors joints,
formant la surface de Riemann., En effectuant un tour complet autour de z = i on passe d’une branche sur
l’autre. Cependant si I’on tourne a la fois autour de z =i et de z = — i on ne change pas de branche. Ceci
est conforme aux résultats du probléme 19.

22. Décrire la surface de Riemann correspondant a la fonction f(z) = Logz[voir probleme 14].

Dans ce cas nous pouvons imaginer le plan de la variable z comme formé d’une infinité de feuillets su-
perposés et coupés le long d’une droite issue de l'origine z = 0. On raccorde alors un bord de la coupure
d’un feuillet au bord opposé de la coupure d’un feuillet adjacent. Ainsi 4 chaque fois que l’on fait un tour
de D’origine, on se retrouve sur un autre feuillet correspondant & une branche différente de la fonction. L’en-
semble de ces feuillets est la surface de Riemann. Dans ce cas, contrairement a ce qui s’est passé dans les
problémes 6 et 7, des circuits successifs ne nous raménent jamais a la branche initiale.

LIMITES

23. (a) Si f(z) = 2, montrer quelim f(z) = 22,
[ 2
(b) Déterminer lim f(2) si f(2) = ‘f’) e

(2) On doit montrer que € > 0 étant donné on peut trouver § (dépendant en général de €) tel que
|22 —zg] < ¢ pourvu que 0 < |z —z4| <6.
Si 8 <1, alors 0 <|z—2, < implique que
122—22| = Jz—z|letzg| < §lz—2y+2z| < 8{lz—=z + |22} < 81+ 2|z)
Choisissant § comme étant le plus petit de 1, ou €¢/(1 + 2(zy|), nous avons alors |22 — z%l <e
dés que |z —zg| <&, ce qui établit le résultat demandé.

(b) 1l n’y a pas de différence entre ce probléme et celui de la partie (¢) car dans chacun des cas z = zg est
exclu des raisonnements. Donc Zlin; fz)y= Z% . On notera que la limite de f(z) quand z = zy n’a rien
~Zzp

4 voir avec la valeur de f(z) en z.

24. Interpréter géométriquement le probléme 23.

(¢) L’équation w = f(z) = z% définit une transformation des points du plan de la variable z en points du
plan de la variable w. On supposera en particulier que zy est transformé en wy = 2‘2) .

Plan de la variable z Plan de la variable w

> y v

Fig. 2-25 Fig. 2-26

Dans le probléme 23 (a) nous avons montré que pour tout € > 0 donné, nous pouvons trouver § > 0
tel que |w — wo [ < e pourvu que |z — zg| <& . Géométriquement cela signifie que si nous désirons que
w soit a lintérieur d’un cercle de rayon € [voir Fig. 2-26] nous devons choisir § (dépendant de €) de telle
maniere que z soit 4 lintérieur d’un cercle de rayon §. D’aprés le probléme 23 (@) ceci est certainement
réalisé si § est le plus petit des deux nombres 1 et €/(1 + 2 |z4l).

(b) Dans le probleme 23(a), w = wg = z?) est I'image de z = zy. Cependant dans le probleme 23 (b), w=10
est I'image de z = zy. Cela mis & part, I'interprétation géométrique est la méme que dans la partie (@).
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— 3 2
25. Démontrer que lim 82" — 22 :_Ezz 2z +5

On doit montrer que pour tout € > 0 nous pouvons trouver § > 0 tel que

4 + 4.

324—2z3+82?—2z+5_(4+4i) < e quand 0< 'z—i! <3
z2—1
Puisque z # i, on peut écrire
324 — 228 + 822~ 22+ 5 [823 — (2 — 8i)22 + (5 — 20z + bi][z — 1]

z—1 z—1
= 328 — (2— 38122 + (b—20)z + b5i
en simplifiant par le facteur commun (z — i) # 0
On doit donc montrer que pour tout € > 0 on peut trouver § > 0 tel que
1328 — (2—3)22+ (5— 20z —4+i| < e quand 0<|z—i]|<3
Si §<1, alors 0 < j2—1i| < 8 entraine
1828 — (2—3)e2 + (5—2i)z — 4 +i| = lz—i[]822+ (6i—2)z — 1 — 4]
lz—i]|8(rz—i+ D2+ (6i—2)(z—i+7) —1 — 41|
lz—i||8(z— )2 + (12i — 2)(z — ) — 10 — 6i]
§{3|z—i|z + |12i—2]lz~i| + |—10—6i|}
< §(3+13+12) = 285
En prenant pour & le plus petit des deux nombres 1 et €/28 on trouve le résultat demandé.

Il

Al

THEOREMES SUR LES LIMITES

26. Si lim f(z) existe, montrer qu’elle est unique.
Z—)Zo

On doit montrer que si  lim f{z) = l; et lim f(z) = Iy, alors I} = I,

2=z 2'—?10
Par hypothése quel que soit € > 0, on peut trouver 6 > 0 tel que
L) — 4| < €2 quand 0<|z—2z5] <8
o) — | < «/2 quand 0<|z—2| <8
b=l = |[L—Ff@+f—Ll = L-f@O|+1fR)-Li < ¢2+2 = -

ie. |14 —Ip| est plus petit que tout nombre positif € (arbitrairement petit) et doit donc &tre nul. Donc [y =1;.

D’on

27. Si lim g(2) = B = 0, montrer qu’il existe 5 > 0 tel que

z= 2o

9(z)] > §|B] pour 0 <|z—z| <3

Puisque zlgr; g(z) = B, on peut trouver d tel que |g(z) —B| < 1[Blpour 0 < {z—2| < &
En écrivant B = B — ¢(2) + g(z), nous avons
Bl = [B—g(x) + !9 < L|B| + lg(»)]
ie. B < LIB| + [g(z) d’ol ’on tire ig(2)] > % B
28. Si lim f(z) = A et lim g(z) = B, montrer que (a) lim [f(2) + g(?)] = A + B,
22y 2= 2y =2y
. . 1 1 . . f(® A
(b) lim f(2)g(z) = AB, (¢) lim—~ = = si B=%0, (d) lim <X ==
) lim (2) 9(2) (¢) Imoy = B (d) lim oy =3 o B+0.
(a) Nous devons montrer que pour tout € > 0 nous pouvons trouver § > 0 tel que
| [fiz) +g()] —(A+B)| < e quand 0<|z—2! <3§
Nous avons
[fe)+g9@)) —(A+B)| = [[f(2)—A] +[9g(—B}| = fx—4!+|g(e—B]| (1)
Par hypothése, étant donné € > 0, nous pouvons trouver §, > 0 et &, > 0 tels que
lfz) —A| < ¢/2 quand 0 < |z—z < 8 (2)

lg(z) — B| < ¢/2 quand 0 < |z—2z| < & (3)
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Alors de (1), (2) et (3)
[f2) + g@@)] — U + Bl <e2+e2=c¢€ quand 0 < |z — zy| < )

ot § est choisi comme étant le plus petit de & et ;.

| f(2){g(z) — B} + B{f(z) —A}| (4)
lF@) gz — B = B |fz)—A]
f@|g9G) —B' + (Bi+1)[fz)—A4]
Puisque ZIH? f(z) = 4, nous pouvons trouver §; tel que iz —A| < 1L pour 0 < [z—zy5] < 8.
0
Alors d’aprés les inégalités 4, page 2,
[f@)—A| = [fz) — Al, e 1

(b) Nous avons | f(z) g(z) — AB|

IIA A 11

I

ey — A ou [f(2) = 4] +1
ie. | f(z2)| <P ou P est une constante positive.
Puisque lim g(z) = B, étant donné € > 0, on peut déterminer §, >.0 tel que [g(z) — B| < ¢€/2P
zZ—2Z
pour 0 < |z —zqg| <$&,.
Puisque lim f(z) = 4, étant donné € > 0, on peut déterminer 53 >0 tel que |f(z) —4 | <
zZ—>zZ
pour 0 <[z -z, <§j.
Dans ces conditions (4) devient
[f(z)glz) — AB| < P-

2(|B| + 1)

€

€ . €
(b 1)
2P+‘ ) 2{B| + 1)

pour 0 < |z —zyl < 8§ ol § est le plus petit des trois nombres §1,6,, 63, ce qui achéve la démonstration.
(¢) On doit montrer que pour tout ¢ > 0 on peut trouver § > 0 tel que
| | _
11 L @Bl o hand 0 < a—zy) < 6 5)
9(z) B Bl lg(2)!
Par hypothése étant donné € > 0 on peut déterminer §; > 0 tel que
gx) = B| < L[BZe quand 0<'z—z] <8
D’apres le probléme 27, puisque lim g(z) = B # 0, nous pouvons déterminer §, tel que
. 7129

ig(z) > L|B] quand 0 < [z—z| < 8
D’ol si § représente le plus petit des deux nombres §; et §,, nous pouvons écrire
| 1 1 g(z) — B| L[BJ2e

—— e = & — |
9@ B B o) < B 1B e  désque 0<|z—2z]<3$

ce qui démontre le résultat demandé,

(d) D’aprés les parties (b) et (¢) . 1
. f(z) TR 1 . R . 1 1 A
1 — 1 < (2) s ==, = 1 z) . _— = ¢« - =
5 9(@) TG dm 1) - lim oo 45 B

Ceci peut étre démontré directement [voir probléme 145]

Note. Dans la preuve de (¢) nous avons utilisé les résultats | f(z) — 4| <e/2 et |g(z) — B| < €/2, si bien

que le résultat final découle de |f(z) + g(z) — (4 + B)| <¢. Naturellement la démonstration serait aussi
valable si au lieu de € nous avions utilisé 2e [ou tout autre multiple positif de €]. Des remarques analogues
sont valables pour les démonstrations de (), (¢) et (d).

29. Calculer les expressions suivantes a 1'aide des théorémes sur les limites.

(@) lim (2—532-+10) = lim 2%+ lim (—52) + lim 10
2= 14+ z~1+i =141 zer1+1i
_ lim 2/ Ii lim -5/ 1 :
- <z-—>11+i //1<2_'1T1‘r’ii2> + <z—>1§r—’H /"'\z—»nl‘n+iz + zl}l;fl+i 10
= 1+H(1+¢) — 5(1+4) +10 = 5 — 3
Dans la pratique on omet les étapes intermédiaires.
lim (2z+3) Ii z—1
B lm ZEESE=D L dm, V Em EmD e ety _1,1y
ey 2221 4 lim (22— 2z + 4) - 4 - Ty Tyt

Z= =2
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i 2+ 8
2-roemi/3 2%+ 422 4+ 16
Dans ce cas le numérateur et le dénominateur tendent simultanément vers 0, les théorémes sur les
limites ne s’appliquent donc pas.

Toutefois par décomposition en facteurs des polyndmes nous voyons que

(e)

234+ 8 . (z 4+ 2)(z — 2e7/3)(z — 2e571/%)

. — 1 L - — 5
z_};’;;i/‘g 244+ 422416 z_.;g‘lri/“i (z — 2(>71,~3)(3 — 2627"1/3)(2 — QedTi 3)(2 — 269““3)
_ lim (Z*‘— 2) _ Cm’,/:& +1
2 00T/ (2 — 2827‘_2."’3)<2 — 264771'/3) 2(€7i 3 - o227l '3)(6ﬂi/3 — e47ri/3)
3 _ V3,
8 8

Autre méthode. Puisque 26— 64 = (22— 4)(z* — 422+ 16), le probléme se raméne & la recherche de :

8

; 2-4HEE+8) _ . 22— 4 e2mi/3 — 1
lim  FEZHEH8) lim = -
2ms 2073 28 — 64 2_.;1271'/3 2 —8 2(em — 1)

oo |w

.= .
30. Démontrer que lim — n’existe pas.
z—0 2

Si la limite existait elle serait indépendante de la fagon dont z tend vers O.
Siz—>0 le long de 'axe des x, alors y = 0 et z =x + iy =x,z =x — iy = x ; la limite cherchée est

done -
lim— = 1
T 0
Siz—>0lelong de axe des y, alors x =0 etz =x + iy =iy, z=x — iy = —iy ; la limite cherchée
est =iy
lim — = -1
y=0 Y

Les deux expressions étant différentes, dépendant de la fagon dont z = 0, il n’y a pas de limite.

CONTINUITE
31. (a) Montrer que f(z) = z* est continue en z = Zy.
2 z#Fz, . ,
(b) Montrer que f(z) = , ou z, # 0,est discontinue en z = z,.
0 z=2, ‘
(a) Draprés le probléeme 23(a), lim f(z) = f(z,) = zg et donc f(z) est continue en z = z.
Z_>ZO
Autre méthode. On doit montrer que pour tout € > 0, on peut trouver & > 0 (dépendant de €) tel que
| F(2) —f(zo)l = |z — zg | <e quand |z —z,1 <& ; on se reportera ensuite au probléme 23 ().

(b) D’aprés le probléme 23 () Mm f(z) = 23, mais f(zy) = 0. Donc lim f(z) # f(z,) et la fonction f(z)

. z7zg z=zg
est discontinue en z = z, si z5 # 0.

Sizy =0, alors f(z) = 0 ; et puisque lim f(z) = 0 = f(0), on voit que la fonction est continue.

z—7z

“0

32t — 28 + 822 -2+ 5
Z2—1

32. La fonction f(z) = est-elle continue en z =i ?

f(i) n’existe pas, i.e. f(z) n’est pas définie en z = i. Donc f(z) ne peut &tre continue en z = i,

En complétant la définition de f(z) par f(i) = lim f(z) = 4 + 4i (voir probleme 25) nous rendons la fonc-
tion continue en z = i. =

33. Démontrer que si f(2) et g(2) sont continues en z = z,, il en est de méme pour

W ) Fo),  B) e, (O 2 s g =0
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Ces résultats proviennent du probléme 28 ol Ion pose 4 = f(z,), B = g(z,) et ou l'on remplace
o<l|z— zO\ < § par |z — zol < §, ie. en incluant la valeur z = z.

34. Démontrer que f(2) = 2% est continue dans le disque |z | <1
Soit z, un point quelconque du disque lz] < 1. D’aprés le probleme 23 (a), f(z) est continue en z,, donc
F(z) est continue dans le disque car continue en tout point du disque.

35. Pour quelles valeurs de z les fonctions suivantes sont-elles continues ?

z z . . s . . :
= = Le dénominateur étant nul pour z = %, la fonction est continue en tout
@ 16 = 337 T goaeT P

point distinct de z = % 4.
) f(z)= ﬁ D’aprés le probléme 10(q), sinz = 0 pour z = 0, =7, £ 27, ... La fonction f(z) est conti-

nue en tout point z distinct de z = 0, =7, * 27, ...

CONTINUITE UNIFORME
36. Démontrer que f(z) = 2% est uniformément continue dans ’ouvert |2| < 1.

Nous devons montrer qu’étant donné e > 0 quelconque, nous pouvons trouver & > 0 tel que |z2 —z2| <e
quand |z —z,[ <4, ol 6 ne dépend que de € et non du point particulier z,.

Siz et z, sont deux points quelconques de 'ouvert |z | <1, alors
(2=l = levm)li—znl £ e+l le—mn] < 2]z
Donc si |z — z,| <8, alors |z2 — 22l < 28, Choisissant § = ¢, nous voyons que Iz2 —22 | <€, quand

lz —zyl <8, ol & dépend umquement de € et non de z,. La fonction f(z) = 2% est donc uniformément con-
tinue dans louvert lz]| < 1.

37. Montrer que la fonction f(z) = 1/z n’est pas uniformément continue dans l'ouvert |z} < 1.
Méthode 1.

Supposons que f(z) est uniformément continue dans ce domaine. Alors quel que soit € > 0 nous pourrions
trouver §, par exemple entre 0 et 1, tel que | f(z) —f(zy)| <€ quand |z — zol < 8, pour tout z et z, dans
I’ouvert con51dere

8
Soit z = § etzo=——1+e.Alors te—zy| = 18—1—3_——6 :I—+—8<6
\
i1 1 1 1+ €
Cependant |= — = = — = - < 1)
P ]z P ]6 3 57 € (car 0<8<1)

Nous aboutissons donc & une contradiction et on en conclut que f(z) = 1/z ne peut étre uniformément
continue dans ouvert considéré.

Méthode 2.
Soient z et zy + { deux points quelconques de l'ouvert tels que lzg + §—zol = [§1=8. Alors
1 1 Iyl 8
20) — f(zo t+ —— , =
| £(z0) = flzo + )| Zo  #t§ 2ol 20+ ¢ |20l | 2o+ ¥ |

peut étre rendu plus grand que tout nombre positif donné, en choisissant zy suffisamment prés de 0. La fonc-
tion considérée ne peut donc &tre uniformément continue dans le disque ouvert |z | < 1.

SUITES ET SERIES
38. Etudier la convergence des suites

i 1+4)
(@) tn =—, n= 1,2,8,..., (b) u. = (_n_)
2 3 44 45 i .
(e) Les premiers termes de la suite s’écrivent 1, %,%,%,%, ete.,, ou i, ——%, ?,i—,%, . En plagant les

points correspondants dans le plan de la variable z, nous pouvons conjecturer que la limite est 0. Pour le
démontrer nous devons établir que

fug — 1] = |iv/m—0] < - quand n>N )
D’autre part [i%/n—0| = |ir/m] = fi"/m = 1/n < ¢ quand > 1/e

Choisissons N = l/e. Nous voyons alors que (1) est vrai, la suite converge donc vers zéro.
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(b) Considérons T S I At/ V) I [14+i] = "—\5.
’ Uy | 1+ 2n/n n+1 n-+1
Pour tout » = 10 (par exemple) nous avons -n% > g =12 Donc |u,: > 1,2ju,l pour n > 10,
n

fe. fug| > 1,2 (ugg, tge) > 1,2]uyg| > (1,2)2 jugo!, et en général |u,| > (1,2)n-10 5, ],  On déduit de la
que |u,| peut étre rendu plus grand que tout nombre positif donné a I’avance (si grand qu’il soit) et donc
que la limite de |«, | ne saurait exister ; par conséquent u, n’a pas de limite. La suite est donc divergente.

39. Si lima, = A et lim b» = B, montrer que lim (¢, +b.) = A +B.

n=r mn=—+xc
Par définition étant donné € nous pouvons déterminer N tel que
la,—A| < ¢/2, |b,—B| < ¢2 pour n >N
Donc pour n > N
@, +0,) —(A+B)| = |(a,~A)+ (b,—~B)] = |a,—A4| +|b,—B| < &

Ce qui établit le résultat.
On voit que ’on suit la méme démarche que dans I’étude des limites de fonctions (probléme 28).
40. Démontrer que si la série u, + u, + uy; + - - - converge, on doit avoir lim u, = 0.
1 —>oo

Si S, est la somme des n premiers termes de la série alors S,+1 =5, + u,. Donc si lim S, existe et
n—>w

vaut §S,nous avons lim S,+; = lim S, + lim %, ou S = S + lim u,, ie lim u, = 0.
n

o=t e n=— =z N o — 0

Réciproquement si lim w, = 0 la série peut étre convergente ou divergente (voir probléme 150).

n e

. 1
41. Démontrer que 1+2z +2°+2%+ --- =1, s lz| < 1.
Soit S, = ltz+z2+4 er 4 gn-t
Alors ZSn = 2+ 224 - dp—1 4
P : _ 1—2zn
ar soustraction, (1—-2)S, = 1-—2 ou S, 1
-z

Si |z| < 1 nous pouvons penser que lim z" = 0. Pour I’établir nous devons montrer que si € > 0 est

n—e
donné,nous pouvons trouver N tel que |z — 0| < e pour tout n > N. Le résultat est certainement vrai pour
z = 0 ; nous considérerons donc le cas z # 0.

On sait que |z”7| = |z|” < € quand nLog|z| <Loge ou n >(Loge)/(Log|z|) = N [car si |z| < 1,Log|z]|
est négatif. Nous avons donc trouvé la valeur cherchée de N et lim z = 0.

n—rw

Donc 1+2z4224 - = 1lim S, = lim 1=22 _ 120 _ 1
n = n—x 1 —2 1—-2z 1—=z
La série o
a+az+a2+ 0 =
1—-2z

est appelée une série géométrique de premier terme « et de raison z ; sa somme est ¢/(1 —z) pourvu que
lzl < 1.

PROBLEMES DIVERS

42, Soit w = (x? + 1)Y%. (a) Si w = 1 quand z = 0, et si z parcourt la courbe C, de la figure
2.27 ci-dessous, trouver la valeur de w pour z = 1. (b) Si z décrit la courbe C, de la figure
2.28 ci-dessous, la valeur de w pour z = 1 est-elle la méme que celle trouvée en (a) ?

(a) Les points de branchement de w = f(z) = (22 + D2 = {(z — i}z + z‘)}l/2 sont z = + i d’aprés le pro-
bléme 19.
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G
\

Fig. 2-27 Fig. 2-28

Soit (1) #—1 = ryei®, (2) #+1 = 7yt . Alors puisque 6, et , sont déterminés 3 un multiple
de 27 prés, nous pouvons écrire

W= VT Ty el E/2 GIRTIL = \[Yp 6+ 6)/2 ghi €]

Si 'on se référe a la figure 2.27 [ou si l'on utilise les équations (I) et (2)] nous voyons que lorsque z
esten 0,7, =1,0, =3n/2 etr, =1, 0, =n/2. Puisque w = 1 en z = 0, nous avons d’apres (3),
1 = ek* D7 et Pon peut choisir k = —1 [ou 1, —3,...]. Alors

w = —Vrr, eil6r 6,

Quand z décrit ¢ de 04 1, r, varie de 1 & \/2—, 0, de 3m/2 a —m/4, r, varie de 1 2 /2, 6, de
m/2 a /4. D’ols

w = —N(WV2)VZ) el—ma+ e = /2

(b) De méme que dans (a), w = —\/rlrzei(61+92)/2. D’aprés la figure 2.28 on voit que si z parcourt Cy, 1y
varie de 1 a /2, 8, de 3w/2 &4 7n/4,r, de 1 4 /2, 8, de 7/2 & 7/4. D’olr

w = _\“<\/§)(\/§) eiTn/e + w/0/2 = [

qui n’est pas la méme valeur que celle obtenue en (a).

43. Soit /1 — 2z* = 1 pour z = 0. Montrer que lorsque z varie de 0 a p > 1 le long de ’axe réel’

V1 —2% varie de 1 a —i+/p? — 1.

Y

z /'_‘kl)
~
7"\, \
/ \
N P) \
1 p
Fig. 2-29

Considérons le cas ol z parcourt le contour ABDEF, ol BDE est un demi-cercle représenté figure 2.29,
Nous avons d’aprés cette figure

1—2 = 1—2—1dy = rcosd — irsing
d’ot Vi—z22 = VA0 =21+2 = Vricoss/2 — isine/2)V2 — 7 coss + ir sin 6
Sur 48 1 z=x, r=1—w, 6 =0 et VI—2 = VI—zVi+tao = V12
Sur EF : 2=u, r=x—1, 6 =7 e Vi—-2 = —iya—-1Vo+1 = —i//a2—1.

Donc quand z varie de 0 [ou x = 0] & p [oll x = p], /1 — 22 varie de-1 a4 —i p?—1,
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44. Déterminer une transformation qui fasse correspondre aux points z = 0, £i, £2i, £3{,... du
plan de la variable z, le point w = 1 du plan de la variable w [voir figures 2.30 et 2.31].

Plan de la variable z Plan de la variable w
Yy v
31
2i
;
z _ 1
0 1
—1
—27
Fig. 2-30 Fig. 2-31

Les points du plan de la variable z étant également répartis, nous sommes conduits d’aprés le probléme
15, & considérer une fonction logarithmique du type z = Log w.

D’autre part si w =1 =27 [ = 0,*1,=2,..., alors z =Logw = 2kni et le point w = 1 est trans-
formé en les points 0, = 27, * 4mi, .. ..

Si nous considérons z = (Logw)/27 le point w = 1 est transformé en z = 0, i, £ 2i, ... comme il est
demandé. Inversement, au moyen de cette transformation les points z = 0, £, * 24,... sont appliqués sur

le point w = 1.

Une transformation possible est donc donnée par z =(Logw)/27 ou w = e,

45. Si lim z, = I, montrer que lim Re{z,}] = Re{l} et lim Im {z,) = Im{l}.

n=> 0 n 0 n—= %

Soit z,=ux, Tiy,etl=1 +il,, oux,, v, etl, I, sont respectivement les parties réelles et imagi-
naires de z,, et [
Par hypothése quel que soit € > 0 on peut trouver N tel que |z, —!| < ¢ pour n > N,ie.,

e, +iy, — (L, ~1y) < e pour n>N

\/(xn_ )2+ (y,— )% < e pour n>N
d’ol T'on en déduit que

o, — 0| <e et y,—05]<e pour =n>N

fe. lim x, =1 et lim y, = I, ainsi qu’il était demandé.

n -+ 0 N =

46. Démontrer que si |a| <1,

(@) 14+ acosfd + a?cos26 + acos30 + -+ = 1 - acosf
1 —-2acosé + a2
(b) asing + a*sin24 + a®*sin36 + -+ = asing
1 — 2a cos § + a?
Posons z = qe'® dans le probléme 41, ceci est possible car |z| = |a| < 1. D’ol
1 4+ aeit + a2e2if + aledit 4. — 1 ;
1 — ae®

1 1—age 10
1~ qe? 1— ae~i0

ou (1 +acoss + a?cos2¢ + ---) + Hasing + a?sin2¢ + ---) =

1 — acosé + ia sing
1 — 2a cos ¢ + a?

On obtient le résultat demandé en égalant les parties réelles et imaginaires.
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Problemes supplémentaires

FONCTIONS ET TRANSFORMATIONS

47. Soit w = f(z) = z(2 — z). Déterminer les valeurs de w correspondant & (@) z =1+, (b) z =2 — 2i et in-
diquer graphiquement les valeurs correspondantes dans le plan des z et le plan des w. Rép. : (a) 2, () 41+ 4i

48. Siw = f(z) = (1 + 2)/(1 — 2), déterminer (a) F(i), (b) f(1 — i) et représenter graphiquement les nombres com-
plexes considérés. Rép. : (@) i, (b) —1 —2i.

49, Sif(z) = Qz + 1))(3z — 2), z # 2/3, déterminer (a) f(1/z), (&) f{f(z)}. Rép. : (a) (2 + z)/(3 — 2z), (b) z.

50. (@) Siw=f(z)=(z+ 2)/(2z — 1), déterminer f(0), f(7), f(1 + i). (b) Trouver les valeurs de z pour lesquelles
f(z) =i, f(z) = 2 — 3i. (c) Montrer que z est une fonction uniforme de w. Déterminer les valeurs de z telles
que f(z) = z et expliquer géométriquement pourquoi ces points sont appelés les points fixes ou les points in-
variants de la transformation. Rép. : (@) —2, — i 1 —i,-(b) — i, (2 +i)/3.

51. Un carré S du plan de la variable z a pour sommets (0, 0), (1, 0), (1, 1), (0, 1), déterminer le domaine du
plan de la variable w, transformé de S par (¢) w = 22, B)w=1/(z + 1).

52. Reprendre le probléme 51 avec un carré S de sommets (1, 1), (— 1, 1), (—1,—1), (1, —1).

53. Séparer les parties réelles et imaginaires pour les fonctions suivantes, i.e. trouver u (x, y) et v(x, y) tels que
)y = w+iv: (a) f(z) = 222—3iz, (b) f(z2) = 2+ 1/z, (¢) fl&) = (1 —2)/(1+2), (d) flz) = 21/2.

. 1—ax2—y? —2y
. =20 —2y2+ 3y, v = day — 3 Y= ety = Y
Rép.:(a) u = 2x y Y, v = 4oy — 3 (e) u S AFa2tae
b)) uw=a+ a/(x2+y?), (d) u = rV2 cos ¢/2, v = ri/2 gin /2
v =y —y/la2+y2) ol « = rcosd, y =rsineg

54. Si f(z) = l/z = u + iv, construire quelques représentants de la famille u (x, ) =&, v(x, y) = ol « et § sont
des constantes ; montrer que ce sont des familles de cercles.

FONCTIONS MULTIFORMES

55. Soit w3 =z et supposons que w = 1 pour z = 1. (@) Si Pon part de z = 1 dans le plan de la variable z, et
si Yon effectue un tour complet autour de Y'origine dans le sens direct, déterminer la valeur de w quand on
revient en z = 1. (») Quelles sont les valeurs de w aprés 2, 3, 4 tours ? Reprendre (a) et () si le contour
n’entoure pas l’origine.

Rép. : (a) 273, (b) etwi/3 1, ¢2wisa

56. Soit w=1(1 — 22)1/2, on suppose que w = 1 pour z = 0, (g) Si I’'on part de z = 0 dans le plan de la variable
z, et si 'on décrit dans le sens direct un contour fermé contenant z = | mais non z = — 1, déterminer la va-
leur que prend w quand on revient la premicre fois en z = 0. (b) Quelles sont les valeurs prises successivement
par w si I'on répete plusieurs fois cette opération ? (¢) Reprendre (¢) et (b) avec un circuit entourant z=—1
mais non z = 1. (d) Reprendre (a) et (b) avec un circuit entourant 4 la fois z = 1 et z = — 1. (e¢) Reprendre
(a) et (b) avec un circuit n’entourant ni z = 1, ni z = — 1, (f) Expliquer pourquoi z =1 et z = — 1 sont
des points de branchement.(g) Déterminer des coupures possibles,

57. Déterminer les points de branchement et les coupures pour les fonctions (a) f(z) = {e/(1—2)}V/2,
(b) flz) = (2= 4)1, () flz) = Log (z — z%).

LES FONCTIONS ELEMENTAIRES

58. Démontrer que (a) ex/er = ex—2, (b) |ei* = e~ v,

59. Démontrer qu’il n’existe pas de valeur finie de z telle que e¢* = 0.
60. Montrer que 27 est une période de e’?. En existe-t-il d’autres ?

61. Déterminer toutes les valeurs de z pour lesquelles (a) €32 =1, (b) etz = 1.
Rép. : (@) 2knif3, (b) hmi+ Ykmi, ot Kk = 0,%1, %2, ...

62. Démontrer que (a) sin2z = 2 sinz cosz, (b) cos 2z = cos?z — sin®z, (c) sin? (2/2) = L(1 —cosz), (d) cos? (2/2) =
%(1 + cos z).

63. Démontrer que () 1 + tg?z = 1/cos’z, (b) 1 + cotg?z = 1/sin’z.
64. Si cosz = 2, calculer (a) cos2z, (b) cos3z. Rép.: (a) T, (b) 26

65. Démontrer que toutes les racines de (a) sinz = a, (b) cosz=4a, OU —1=a =1, sontréelles.
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66. Démontrer que si [sinz | <1 pour tout z, alors z est réel.
67. Montrer que (@) sinz = sin%, (b) Tosz = cosZ, (c) gz =tgZ

68. Pour chacune des fonctions suivantes déterminer u (x,y) et v(x,y) telles que f(z) = u + iy, i.e. séparer les
parties réelles et imaginaires de: (¢) f(z) = €32, (b) f(z) = cosz, (¢) f(z) =sin2z, (d) f(2) = 7222,

Rép. (@) u =e~3¥ cos3x, v = e~ sinBx, (b)) u = cosx ch y, v = —sinz sh y, (¢) v = sin2x ch Oy
v =cos2x sh 2y, (d)u = e2x{(x%— y2) cos 2y — 2xy sin 2y}, v = e**{2xy cos 2y + (v — y?) sin 2y}

69. Démontrer que (¢) sh(—z)=—shz, (b) ch(—z)=chz (c)th(—z)= —thz

70. Démontrer que (a) sh(z; +z,) =shzy chz, + chzy shzy, (b)ch2z=ch?z +sh?z,
(¢) 1 —th2z = 1/ch?z,

71. Montrer que (a) sh?(z/2) =2 (chz—1), (b) ch?(z/2 =% (chz + ).
72. Déterminer u (x,y) et v(x,y) telles que (a¢) sh2z=u +iv, (b) zchz =u + iv.
Rép. (a) u=sh2xcos2y, v=ch2x sin2y
(B)u=xchx cosy—yshxsiny,v=y chx cosy +xshxsiny
73. Trouver les valeurs de (a) 4 sh(mi/3), (b) ch Rk + D 7if2, k=0,x1, 2, ..., (¢) coth3mi/4.
Rép. (a) 2i~/3, (b) 0, (¢ i -

7

N

TRVE 4n
- (a) Montrer que Log (— 55 ) = <—— + 2k77> i, k=0,%1,%2 ...(b)Quelle est la détermination principale ?
Rép. (b) 4mi/3. 2 3

75. Quelles sont les valeurs de (a)Log(— 4), (b)Log(37), (c¢)Log (/3 — i) ? Indiquer dans chaque cas la déter-
mination principale. .
Rép. (a) 2Log2 + (n + 2km)i, 2Log2 + mi. (b)Log3 + (m/2 + 2km)i, Log3 + mi/2. (¢) Log2 + (11m/6 + 2km)i,
Log2 + 11mi/6.
76. Montrer que Log(z — 1) = %Log{(x —1)2 +y2} + j arctg  y/(x — 1), en donnant les restrictions si besoin est,

z — 1
) en indiquant les restrictions possibles.
1

1
77. Montrer (a) arccosz = T Log(z + /22 — 1), (b) arccotgz =-21—l, Log (
z

+

78. Montrer que (a) argshz =Log(z ++/z2 + 1), () argcothz = %Log (j — i)
79. Déterminer toutes les valeurs de (a) arcsin 2, () arccos i

Rép. (@) +iLlog(2+/3)+7/2+ 2km (b) —iLog(\/2 + 1)+ 7/2 + 2kn, — i Log(\/2 — 1) + 37/2 + 2kn
80. Déterminer toutes les valeurs de (a) argchi, (b) argsh Log(— 1).

Rép. (@) Log(/2+ 1)+ 7i/2 + 2kmi, Log(\/2 — 1) + 3mi/2 + 2kmi

(b)Y Log[2k + 1) 7 +/(2k + D2 72 — 1] + 7i/2 + 2mmi,
Log[v(2k + D?r2 -1 -QRk+1) ]+ 3mi/2 + 2mmi, k, m=0, £1, £2,...

81. Déterminer toutes les valeurs de (a) (14 d)i, (b) 1V2,

Rép. (a) e ™4 2KT Lcos (5 Log 2) + isin (5 Log2)}, (&) cos (V2 kr) + i sin (2\/2k7)

82. Calculer (a) Re{(1—4)1+7}, (b) |(=)~i.
Rép. (@) e}2Log2—7w/4 — 2km cos (Tw/4 + L Log 2), (b) eSm/2+2km

83. Déterminer les parties réelle et imaginaire de zZ ol z = x + iy.

84. Montrer que (a) f(2) = (22— 1)1/, (b) flz) = 21/24 2173 sont des fonctions algébriques de z.

POINTS DE BRANCHEMENT, COUPURES ET SURFACES DE RIEMANN.,

85. Démontrer que z = + i sont points de branchement pour (z2 + 1)1/3,

86. Construire une surface de Riemann pour les fonctions (a) 2173, (b) 21/2(z — 1)1/2, (c) <_z_+_§>”3.
P

87. Montrer que la surface de Riemann de la fonction z 1/2+ z1/3 3 ¢ feuillets.

88. Construire les surfaces de Riemann des fonctions (¢) Log(z + 2), (b) arcsinz, (¢) arctgz.
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LIMITES
89. (a) Si f(z) = z? + 2z, démontrer que ;im_ f(z) =2i— 1.
1
(B) Si fz) = 2 + 22 Z#i, déterminer lim et justifier la réponse.
’ 3421 z=1 z=i
. 2—z+1—1 .
L T - - =114,
90. Montrer que 21_31&1- o 1
— 2 9y . . ’
91. Deviner une valeur possible pour () lim I——Z (b) lim %?ﬁ s rechercher si la valeur conjecturee est
correcte. em2+i1+2 z 241 22 -
92. Si lim fiz) = A et lim g(z) = B, montrerque (a) lim {2/() — 8ig(z)} = 24 — 3iB,
zmzy 2= 2y T2
(b) lim {pf(z) + qg2)y = pA + ¢B ol p et ¢ sont des constantes quelconques.
22
93, Si lim f(z) = A4, démontrer que(a) lim {f(z)}2 = A2, (b) lim {f(2)}3 = A3, Peut-on établir un résultat
B2y ] 2= 2
semblable pour lim {f(z)}*? Ce résultat peut-il étre admis sans restriction ?
2=z
94. Evaluer les expressions suivantes a 1’aide des théorémes sur les limites. On indiquera avec précision dans chaque
cas les théorémes employés.
(@ lim (it + 322 — 10) (€ lim 22=80zt9) e
221 2 ii2 (iz —1)2 . J z—1—1
(e) lim —_
B 22 D 1 2241 z-»1+i1z2—22+2
( )z—»leTi/«i 4+z2z+1 ( ) z]-r»ni 8
Rép.: (@) —12 -+ 61, (b) V2 (1 +4)/2, (¢) —4/8 — 44, (d) 1/3, (e) —1/4
95. Evaluer lim (z—em‘/3)< 2 Rép. : 1/6 — 1/3/6
e o/ B+1)
. fle)—flz
96. Démontrer que si f(z) = 822+ 22, alors lim %—0) = 6z, + 2.
Z'—*ZO - 0
. 92 —1 , . flro+ h) — f(zo) 7
. = 1 = —2/3.
97. Si f) 55 démontrer que lim - e pourvu que zy # /
98. Si I'on ne considére que la branche de f(z) = \/z2 + 3 pour laquelle f(0Q) = \/3—, démontrer que
lim _L_’—H - 1
21 z2—1 -2
99. Expliquer exactement ce que l'on entend par (a) ilml /(z—12 = =, (b) lim _Zz_i“:\ll _
- 2+ 0
100. Montrer que (a) zljr:/g (sin2)/z = 2/=, (b) »_]’ir}}/z 22 ch 42/3 = 8,
101. Montrer que si 1’'on ne considére que la branche de f(z) = argth z telle que f(0) = 0, alors
lim f(z) = 3-i/4.
2= —1
CONTINUITE
2 — R . . )
102, Soit f(z) = z si z # 2i, cependant que f(2/) =3 + 4 (a) Montrer que lim f(z) existe et déterminer
- VAmd)
sa valeur. (b) La fonction f(z) est-elle continue en z = 2j? Expliquer. (¢) La fonction f(z) est-elle con-
tinue en les points z # 2/ ? Expliquer.
103. Répondre au probleme 102 si f(2i) est définie comme étant égale 4 44, et expliquer pourquoi des différences
apparaissent.
104. Démontrer que f(z) = z/(z* + 1) est continue en tout point du disque |z| < 1 excepté en quatre points que
lon déterminera. Rép, e@k+Dwi/4 I = 01,2, 3
105. Si f(z) et g(z) sont continues en z = zy, montrer que 3 f(z) — 4ig(z) est aussi continue en z = zq.
106. Si f(z) est continue en z = zg, montrer que () {F(z)}? et (b) { F(z)} 3 sont aussi continues en z = z,. Peut-

on étendre ce résultat a {f(z)}” ol n est un entier positif quelconque ?



107.

108.
109.

110.
111,
112.

113.

Chapitre 2/ Fonctions, limites et continuité

Trouver tous les points de discontinuité des fonctions suivantes.

223 o 8244 1 1 th 2
(a) f(z) = R (b) fla)y = A qg (¢ F2) = cotgz,(d) f(z) = ;T Toss (e) flz) = el
Rép.: (a) —1 =1 (¢) km, k = 0,*1,*2, ... " Ny
(b) =2, =21 () 0, b+ Pm, k=0,%1,=2, ... (€) =i, (k+ Pzi, k= 0,21, %2, ...

Démontrer que f(z) = z2 — 2z + 3 est continue en tout point du plan complexe, a distance finie.

Montrer que f(z) = ?:é est (¢) continue et (b) bornée dans le disque |z | < 2.
Montrer que si f (z) est continue dans un domaine fermé, f(z) y est bornée.

Montrer que f(z) = 1/z est continue pour tout z tel que |z |> 0 mais n’est pas bornée.
Montrer qu’un polyndme est continu en tout point du plan complexe, a distance finie.

2
22 L

————=— est continue pour tout z extérieur a |z | = 2.
238212

Montrer que fiz) =

CONTINUITE UNIFORME

114.
115.

116.

Montrer que f(z) = 3z — 2 est uniformément continue dans la région [z | < 10.

Montrer que f(z) = 1/z2 (a) n’est pas uniformément continue dans la région |z| < 1 mais (b) est unifor-

mément continue dans la région % <z | <1,

Démontrer que si f(z) est continue dans un domaine fermé &, f(z) est uniformément continue dansa .

SUITES ET SERIES

117.

118.

119.

120.
121,

122.

123.

126.
127.

128.

, N n2in /on m
Démontrer que (a) 1 - =0, (b) lim i - =1—1i
que (o, nl.-r.nx nd -1 (b) n o “~\ n—31 n+ 1> 1=
Démontrer que pour tout nombre complexe z, lim (1 + 32/n2) = 1.

N o—
/1 LNt
Montrer que lim n | 5 o= 0.

n— = \ J

Montrer que lim ni" n’'existe pas.
z—)DO

ne

Si lim |u,] = 0, montrer que lim w, = 0. La réciproque est-elle exacte ? Justifier la réponse.
n—n N = L
Si 7}1_{1: a, = A et lim b, = B, montrer que (a) r}m (@, +b,) = A+ B, (b) lim (¢, —b,) =

n—> o

A—B, (o) lim ab, = AB, (d) lim a/b, = A/B si B+0.
0= n—x<

En utilisant les théorémes sur les limites évaluer chacune des expressions suivantes,

C e . —
(@) lim - —in=1-3i L T2 — :
) A ey 1 (¢) i Va+2i — Vn+i

(b) lim | (23D —1) (d) lim Va{vVn+2i — Vnt+i}

nmre | ipd —3n +4—1 nee
Rép.:(a) i, (b) 1, (¢) 0, (d) &t

wyFus+ o Ty,

.+ Si lim w, = [, montrer que lim = I
= n=»n n
. Montrer que la série 1+ /3 + (i/8)2 + -+ = E (i/8yn—1 est convergente ; calculer sa somme.
=1
Rép. (9 + 31)/10 "
Montrer que la série { — 27+ 3i — 4+ ... diverge.

(=<} oo S
- o . Ql .
Si la série Z a, converge vers A, et Z b, converge vers B, montrer que 21 (@, +ib,) converge vers
n=1 n=1 ne
A +iB. La réciproque est-elle exacte ?

Etudier la convergence de > 5‘:’1—72 ou o = V3 +i. Rép. convergente.
n=1

61
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PROBLEMES DIVERS y
129. On considére la fonction w = {{4 —z) (z2 + 4)}*2. Si w = 4 quand c
z = 0, montrer que si z décrit la courbe C de la figure 2-32 alors la
la valeur de w 3 z =6 est — 47 V/S.
x
130. Montrer qu'une condition nécessaire et suffisante pour que la fonction [0 p
f(2)=u(x,y)+iv(x,y) soit continue en z =zy5 =xq + iy est que
u(x,y) et v{x,y) soient continues en (xg, ¥g). Fig. 2-32
131. Montrer que I’équation tgz = 0 n’a que des racines réelles.
132. Un étudiant remarque que 1 élevé 2 n’importe quelle puissance est encore égal & 1. Est-ce correct 7 Expliquer.
sing , sin2 | sin3s , ., _ 2 sin ¢
133. Montrer que > + 5 + 5 + = T icoss”
134. Montrer que la relation | f(x +iy)| = |F(x) + F(iy)| est vérifiée par f(z) = sin z. Pouvez-vous trouver d’autres
fonctions pour lesquelles ceci est encore vrai ?
- 3—38z+2
lim 2~ —9fTa = _
135. Montrer que lim ——= " 0.
136. Montrer que |——| < 2ef(e2 — 1) si fy| > 1.
137. Montrer que Re {arcsinz} = ${Va2+y2+20+1 — Va2+y2— 2z + 1}
138. Si f(z) est continue dans un domaine fermé et borné ® , montrer que (z) il existe un nombre positif M tel
que pour tout z dex, |f(z)I <M, (b) |f(z)| a une borne supérieure précise 4 dans & et il existe au moins
une valeur z, dans « telle que |f(zg)| = u.
139. Montrer que [th 7 (1 +7)/4|= 1.
140. Montrer que toutes les valeurs de (1 —7) Vi appartiennent a une ligne droite.
141. Déterminer (a) chmif2, (b) argth™. Rép. (a) 0, (b) (2k+ 1)7i/2, k =0,%1,%2,....
142. Si tgz = u + iv, montrer que
— sin 22 = sh 2
cos2¢ + ch 2y’ cos 2% + ch 2y
143. Déterminer avec trois décimales les valeurs de (a) e3—2, (b) sin (5 — 41).
144, Démontrer que Re {%} = cos 4, indiquer les valeurs remarquables.
145. Si zlm; fle) = A et zhnr; 9{(z) = B > 0, montrer que  lim f(z)/g(z) = A/B sans démontrer d’abord
-2g -2y 2= 2y
que Zliglo 1/g(z) = 1/B.
146. On considére la fonction f(z) défini ) = 1 si|z| est rationnel M .
. considere la fonction f(z) définie par f(z) = 0 si|z| est irrationnel ontrer que f(z) est discon-
tinue pour toute valeur de z.
147. Montrer que si 7(z) = u(x, y) + iv(x, y) est continue dans un domaine du plan complexe, alors(@)Re{ f(z)}=
u(x,y)et (b) Im{f(z)}=v(x,y) le sont également.
148. Montrer que toutes les racines de ztgz = k oll k > 0 sont réelles.
149. Montrer que si la limite d’une suite existe, elle est unique:
150. (2) Montrer que lim (Vn+1 — vn) = 0.
N - 20
(b) Montrer que la série El (Vmn+1—+/n) diverge, montrant ainsi qu’une série dont le terme général
ne
tend vers 0, ne converge pas nécessairement.
151, Si 2,41 = §(z+1/2y), » = 0,1,2,... et —7/2 < arg z, < 7/2, montrer que lim 2z, = 1.
T = o2




CHAPITRE 3

Dérivation dans le domaine complexe
Equations de Cauchy-Riemann

DERIVEES
Si f(2) est une fonction uniforme dans un ouvert connexe (R du plan de la variable complexe
z la dérivée de f(z) est définie par

pourvu que cette limite existe indépendamment de la facon dont Az — 0. Dans de telles conditions
on dit que f(2) est dérivable en 2. Nous utiliserons souvent h, au lieu de Az dans la définition (I1).
Bien que la dérivabilité entrdine la continuité, la réciproque de cette propriété n’est pas vraie (voir
probleme 4).

FONCTIONS ANALYTIQUES

Si la dérivée f(2) existe en tout point z d’un ouvert connexe (R, alors f(z) est dite analytique
dans R. Les expressions réguliére et holomorphe sont souvent utilisées a la place de analytique.

Une fonction f(z) est dite analytique en un point z, s’il existe un voisinage |z —2,] < § en
tout point duquel f'(z) existe.
EQUATIONS DE CAUCHY-RIEMANN

Une condition nécessaire pour que w = f(2) = u(x,y) + v(x,y) soit analytique dans un ou-
vert connexe R est que, dans R, u et v vérifient les équations de Cauchy-Riemann

ou - ov ou . ov
ax oy’ oy~ ox (2)

Si les dérivées partielles qui figurent dans (2) sont continues dans (R, alors les équations de Cauchy-
Riemann sont des conditions suffisantes pour que f(z) soit analytique dans (R (voir probléme 5).

Les fonctions u (x,y) et v(x,y) sont souvent appelées fonctions conjuguées. Si ’on se donne
I'une d’entre elles, on peut déterminer Pautre (a une constante additive pres) de telle maniére que
u + iv = f(z) soit analytique (voir problémes 7 et 8).

FONCTIONS HARMONIQUES

Si les dérivées partielles secondes de u et v par rapport a x et a y existent et sont continues
dans (R, alors on peut tirer de (2) (voir probleme 6)

Pu | u _ v | %

a tae = O Froe

<

3)

On déduit de la que, sous ces conditions, les parties réelles et imaginaires d’une fonction analyti-
que vérifient 1’équation de Laplace

"r 0 . . . 82 92
%’,‘azy =0 ou v =0 oll V-Ew+5?—ﬁ (4)

L’opérateur V> est souvent appelé le‘laplacien.
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Des fonctions telles que u (x, y) et v(x,y) qui vérifient 1’équation de Laplace dans (R sont appelée

fonctions harmoniques et sont dites harmoniques dans R.
INTERPRETATION GEOMETRIQUE DE LA DERIVEE

Soit 2z, [Fig. 3.1] un point P du plan de la variable z et soit w, [Fig. 3.2] son image P' dans
le plan de la variable w, par la transformation w = f(z). La fonction f(2) étant supposée uniforme,

le point 2z, se transforme en un seul point w,.

plan de la variable z plan de la variable w
Y v Q'
Q
Az
29 + Az
P
%0
x u
Fig. 3-1 Fig.3-2

Si nous donnons a 2z, un accroissement Az nous obtenons le point @ de la figure 3.1. Ce
point posséde une image @ dans le plan de la variable w. Nous voyons donc d’aprés la figure 3.2
que P'Q’ représente le nombre complexe Aw = f(z0+Aaz) — f(z0). On en déduit que la dérivée en
(5)

QP

2, (si elle existe) est donnée par
f(zo + Az) — f(20) -
= lim X
ap QP

i Az
i.e. la limite du rapport @ P'/QP quand le point @ tend vers P. L’interprétation ci-dessus demeure

toujours valable quand z, est remplacé par un point z quelconque.

DIFFERENTIELLES
Soit Az = dz un accroissement donné a z. Alors
Aw = fz+4a2) — f(z)

est appelé 'accroissement de w = f(z). Si f(z) est continue et posséde une dérivée premiére con-

(7)

(6)

tinue dans (R, alors
Aw = [(z)Az + eaz = [(2)dz + edz

ou € > 0 quand Az —~ 0. L’expression
dw = f(z)dz (8)

est appelée la différentielle de w ou de f(z), ou encore la partie principale de Aw. On remarquera

que Aw #* dw en général. On note par dz la différentielle de z.

Tenant compte des définitions (1) et (8), nous écrirons souvent
dw - fz+a2) — f(2) lim A
= f = = lim ==
fle) = Iim =g lim, 5 @)

dz
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Il est important de remarquer que dz et dw ne sont pas les limites de Az et Aw quand Az~ 0,
car ces limites sont nulles, cependant que dz et dw ne le sont pas nécessairement. Etant donné dz
nous pourrons déterminer dw a l’aide de (8), i.e. dw est une variable dépendante déterminée a par-
tir des valeurs prises par la variable indépendante dz pour une valeur de z donnée.

Il est utile de considérer d/dz comme un opérateur qui agissant sur w = f(2) donne dw/dz =
F (). |
REGLES DE DERIVATION

Si f(2), g(2) et h(z) sont des fonctions analytiques de z, les régles suivantes (qui sont les
mémes que celles utilisées dans le calcul différentiel élémentaire) sont valables.

L L@ +00) = 10+ o6 = 1) + )

2. L@ -9 = i) - Lo = 7o - o)
3. ad;{cf(z)} = cad;f(z) = cf'(z) ou ¢ est une constante quelconque.

4 Loy = f0e@) + 9@ e = (@@ + o) @)

0(2) o= 1) — 1@) & g(2)

d )] _ _ @@ - f0eE
5. dz{ga)} = EOk 9@ it g(z) =0
6. Si w=f(() ou <¢(=g(z) alors

W= L = 0% = P (10)

De la méme fagon si w=/f(¢) ou ¢(=g(y) et »=h(z), alors
dw _ dw d¢ dy
dz T d¢ dy dz (11)
Les résultats (10) et (11) sont les formules de dérivation des fonctions composées.

7. Siw = f(2), alors z = f“l(w) ; dou dw/dz et dz/dw sont liés par
dw 1

dz T difdw (12)
8. Siz=7f(t)et w=g(t) ou t est un parametre
dw _ dw/dt _ g'(t) (13)

dz — de/dt T (1)

Des formules semblables peuvent &tre établies pour les différentielles. Par exemple

d{f(z) +g(2)} = df(z) +dg(z) = f(2)dz+ 9'(?)dz = {f'(z) +9g'()} dz
d{f(z)g(2)} = f(&)dg(z) + 9(2) df(z) = {f(2)9'(z) + 9(2) F'(2)} dz

DERIVEES DES FONCTIONS ELEMENTAIRES

Nous supposerons dans les formules suivantes que les fonctions sont définies de la méme ma-
niére que dans le Chapitre 2. Dans les cas ou les fonctions considérées sont multiformes, la détermi-
nation de la fonction qui figure au premier membre sera choisie de facon a correspondre a celle
de la fonction figurant dans le second membre. On notera que les résultats obtenus sont identiques
a ceux établis dans le cas de fonctions de la variable réelle.
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DERIVEES D’ORDRE SUPERIEUR

d _
1 iz (¢) =20
d n—1
= oon = -
2 €z 2 nz
d Z = Z
3 7z ¢ e
d —
4 (Eaz—azLoga
5 —d—sinz = cos z
dz
d .
6 4z Cos# = —sinz
d 1
7. Tz B2 sz
d J—
8. Ecotgz sin’ 2
d 1 _ 1
9 @7 osz ~ cosz B
d 1 _ —1
10. Wz sinz  sinz CO8Z
d -1
11. —Jz—Logz— P
d _
12. dz Logaz_zLoga

d .1
13. 5 aresin 2 /=

14. 4 arccos z

Variables complexes

1

dz

VT

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

A otos = —
dz CEE T 147
_d fgp =k
2z arccotg z 1F 22
d_1 __ 1
dz cosz z+/22—1
d_1 _ —1
dz sinz  z+/22 —1
d _
Ez—shz—chz
d _
dzchz—shz
d 1
Fz-thz ch?z

—1
a—cothz 2z
d 1 _ —1
Féchz_chzthz
da 1 _ —1
Ez—shz_shzwthz
4 sy =
dz 488 NP
d. o1
dz 2'E° Vet —1
d _
(—E-argthz =1
—d—argcothz = 1_1 )

dz z

Si w est analytique dans un ouvert connexe, sa dérivée est notée f'(2), w' ou dw/dz. Si

f' (2) est analytique également dans le méme domaine sa dérivée est notée f''(z), w' ou

(

n
De la méme facon la dérivée ni¢me de f(z) sera notée £ (z), w™ ou Z—z#

de la dérivation. Ainsi les dérivées du premier, deuxiéme, troisiéme,...

d

dz

i

dw> _d*w

dz) ~ d#2°

, h désignant ’ordre

ordres seront notées f'(2),

f'"(2), f'"(z)... Les calculs de ces dérivées d’ordre supérieur se font par applications répétées des

regles de dérivation déja vues.

Théoréme. Si f(z) est analytique dans un ouvert connexe R, alors f'(2), f"(2) ...

ment analytiques dans R,i.e. les dérivées de tous ordres existent dans R .

Ce théoreme important est démontré au Chapitre 5.

sont égale-
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REGLE DE L’HOSPITAL

Soit f(2) et g(z) deux fonctions analytiques dans un ouvert connexe contenant le point 29
et supposons que f(zo) = g(29) = 0 avec g'(z5) # 0. Alors la régle de L’Hospital permet d’affir-
mer que ,

i F2) _ Pl (14)

2=z g(z) - g,(zo)
Dans le cas ou f'(29) = g'(29) = 0, on peut utiliser cette régle & nouveau. (Voir problémes 21-24)

Nous dirons quelquefois que le premier membre de (14) est une “forme indéterminée’ 0/0,
bien que cette terminologie soit trompeuse étant donné que la plupart du temps cela n’entraine
aucune indétermination. Les limites représentées par ces formes indéterminées oofoo, 0 - oo, °, 0°,
17 et oo —oo peuvent souvent étre évaluées par des applications convenables de la régle de L’Hos-
pital.

POINTS SINGULIER

Un point en lequel une fonction f(z) cesse d’étre analytique est appelé un point singulier ou
une singularité de f(z). Il existe des types variés de singularités.

1. Singularités isolées. Le point z = z, est appelé singularité isolée, ou point singulier isolé
de f(z), si 'on peut déterminer § > O tel que le cercle |z —z,| = § ne contienne pas
d’autre point singulier que z, (i.e. il existe un § voisinage pointé de z,, ne contenant pas
de singularité). Si ’on ne peut trouver une telle valeur §, on dit que 2, est une singula-
rité non isolée.

Si 2y n’est pas un point singulier et si ’'on peut trouver § > 0 tel que |z—z,| = §
ne contienne pas de point singulier, alors on dit que z, est un point ordinaire de f(z).

2. Poles. Si Von peut trouver un entier positif n tel que ll_r};t (z—2)"f() = A # 0, alors

Zo est appelé un pole d’ordre n. Si n = 1, z, est appelé un pdle simple.

v . F — 1 0 i =
Exemple 1 : f(z) Gogp aun podle triple en z = 2.
. — 3z — 2 A _ N .
Exemple 2 : f(z) PRy pepy a un pdle double en z =1 et deux pdles simples
z=—1cetz=4

Sig(z) = (z—2¢)" f(2), ou f(zy) #* 0 et n est un entier positif, z = z, est appelé un
zéro d’ordre n de g(z). Si n = 1 on dit que z, est un zéro simple. Dans un tel cas z, est
un pole d’ordre n de la fonction 1/g(z).

3. Points de branchement. Les points de branchement des fonctions multiformes déja consi-
dérés au Chapitre 2, sont des points singuliers.

Exemple 1 : f(z) = (z —3)}/2 a un point de branchement en z = 3.

Exemple 2 : f(z) =Log(z2 + z — 2) a un point de branchement pour les valeurs de z telles
que z? +z—-2=0,ie.enz=1etz=—2.

4. Singularités apparentes. Le point singulier z, est appelé singularité apparente de f(z) si
lim f(2) existe.
#7E0 sin z
Exemple : Le point singulier z = 0 est une singujarité apparente de ]a fonction f(z) = -
puisque lim SLLEAESSS

z=0 7

5. Singularités essentielles. Une singularité qui n’est ni un podle, ni un point de branchement,
ni une singularité apparente est appelée singularité essentielle.

Exemple : flz) = e/@=2) 3 une singularité essentielle en z = 2,

Si une fonction est uniforme et posséde une singularité, celle-ci ne peut étre qu’un p(‘)le,
ou une singularité essentielle. Pour cette raison un pole est quelquefois appelé singularite
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non essentielle. De maniére équivalente on peut dire que z, est un point singulier essentiel
si I’on ne peut trouver d’entier positif n tel que lim (z —2¢)"f(2) = A = 0.
z= 32,
6. Singularités a linfini. La nature d’une singularité de f(z) a z = o [le point a I'infini ; voir
pages 6 et 38] est la méme que celle de f(1/w) a w = 0.

Exemple : La fonction f(z) = z3 a un pdle triple a z = o car f(1/w) = 1/w3 a un pole
triple en z = 0.

On verra au Chapitre 6 comment classer les singularités a ’aide des séries.

FAMILLES ORTHOGONALES

Siw=/f(2)=u(x,y) +iv(x,y) est analytique, alors les deux familles de courbes a un para-
métre
u<x:y) = o v(x,y) =B (15)
ou « et f sont constants, sont orthogonales, i.e. chaque courbe d’une famille [en trait plein dans
la Fig. 3-3] est perpendiculaire a toute courbe de I'autre famille [en pointillé dans la Fig. 3-3].
Dans le plan de la variable w, les courbes images correspondantes formées de droites paralléles aux
axes des u et v, constituent également des familles orthogonales [voir Fig. 3-4].

plan de la variable z plan de la variable w
v

Fig. 3-3 Fig. 3-4
Au vu de ces résultats peut conjecturer que lorsque f(z) est analytique ’angle formé par
deux courbes sécantes C, et%ﬁMvariable z, est égal (en grandeur et sens) a l’angle
des courbes images C; et C; dans le plan de la variable w. Cette conjecture est correcte et conduit
a I’étude de la représentation conforme qui est d’une si grande importance théorique et pratique
que deux Chapitres (8 et 9) lui sont consacrés.

COURBES

Si ¢ (¢) et Y (t) sont des fonctions réelles de la variables réelle t supposées continues pour
t) St<t,;, les équations paramétriques

z=x+iy = $(t) +iy(t) = 2(t), LEt=t (16)
définissent une courbe continue ou un arc continu du plan de la variable z, joignant les points
a=2z(t) et b =2z(t,) [voir Fig. 3-5 ci-dessous].

Sit; #t, et z(t;) = 2(t,) i.e. a = b les extrémités de ’arc coincident et la courbe est dite
fermée. Une courbe fermée qui ne se recoupe pas est dite une courbe fermée simple. Par exemple
la courbe de la figure 3-6 est une courbe fermée simple cependant que celle de la figure 3-7 ne
Iest pas.

Si ¢(t) et Y (t) [et donc z(#)] ont des dérivées continues dans l'intervalle t; <t <t,, la courbe
est souvent dite de classe C;. Une courbe formée d’'un nombre fini d’arcs de classe C, sera dite de
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s |

Fig. 3-5 Fig. 3-6 Fig. 3-7

classe C; par morceaux. Par exemple la frontiere d’un carré est de la classe C; par morceaux.

Les courbes ou les courbes fermées simples que nous utiliserons seront toujours, sauf indica-
tion contraire, de classe C; par morceaux,

APPLICATIONS A LA GEOMETRIE ET A LA MECANIQUE

On peut associer a z(t) la courbe C décrite par 4
I'extrémité du vecteur associé dans un sens défini quand P Az = (= at)—2(t)
t varie de t; a t,. Sia z(¢) et a z(t + At) sont associés
les points P et @, alors

Az (t+ At — 2(t)

At At

est un vecteur de méme direction que Az [Fig. 3-8]. Si
. Az dz
Algljlo Af = g existe la limite est un vecteur qui définit
la direction de la tangente a C en P est donnée par

dz  da  .dy

at = at T 'ae
Si t désigne le temps, dz/dt représente la vitesse avec laquelle ’extrémité de z () décrit la courbe.
De la méme facon, d’z/dt? représente ’accélération.

z{(t + At)

Fig. 3-8

OPERATEURS DIFFERENTIELS COMPLEXES

On définit les opérateurs V et V par
I R NPT
V=t T 2 Vo= o iy T2 (17)

ou I’équivalence en termes de coordonnées conjuguées z et z (page 7) se déduit du probléme 32.

GRADIENT, DIVERGENCE, ROTATIONNEL ET LAPLACIEN

L’opérateur V nous servira a définir d’autres opérations. Dans tous les cas F (x, y) sera une
fonction continliment différentiable de x et y (scalaires) cependant que A (x,y) =P(x,y) T iQ(x,y)
sera une fonction complexe continliment différentiable de x et y.

F /2+Z2 z—2

En coordonnées conjuguées Fl,y) = I 5 —27> = (G(z,8) et A(x,y)=B(z,2).

1. Gradient. Nous définirons le gradient d’une fonction réelle (scalaire) par
oF  oF  _ oG

grad /' = VYF = ax+za—y— = 25 (18)
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Géométriquement ceci représente un vecteur normal a la courbe F(x,y) = ¢ ou c¢ est une
constante {voir probleme 33).
De la méme facon le gradient d’une fonction complexe A = P + i@ (vecteur) est défini

par 3 AN .
gradA = v4 = <ax+za—y/(P+zQ)
P P 0y B
) ay+’<ay+ax = 2%; (19)

En particulier si B est une fonction analytique de z, alors 0B/0z = 0 et le gradient est nul
9P _ 9Q 9P _ _ 99
ox ~ oy’ oy~ dx’

Riemann sont vérifiées.

ce qui montre que dans ce cas les équations de Cauchy-

2. Divergence. En utilisant la définition du produit intérieur de deux nombres complexes
(page 6) étendu au cas des opérateurs, nous définissons la divergence d’une fonction com-
plexe (vecteur) par

divd = VoA = Re(TA) = Re{<%—ia—ay->(1>+i@)}

_ 6P 0Q _ 6B (20)
= =T oy 2Re{%
De la méme fagon on peut définir la divergence d’une fonction réelle. On remarquera que
la divergence d’une fonction complexe ou réelle (vecteur ou scalaire) est toujours une fonc-

tion réelle.

3. Rotationnel. En utilisant la définition du produit extérieur de deux nombres complexes
(page 6) nous définissons le rotationnel d’une fonction complexe par

b A = Vx4 = Im(TA) = Im{<%—'£>(P+iQ)}
_ @ P _ (o
T e oy Im a_z} (21)

De la méme fagon, on peut définir le rotationnel d’une fonction réelle.

4. Laplacien. L’opérateur Laplacien est défini comme produit scalaire de Popérateur ¢ par
lui-méme, i.e. '

0 = 2 = Avi — i——- _3_)(1 i>
Vov % Re (V V) Re{<ax i3 ) (55 + i
82 52 _ 62
ot T E 4azaz (22)

On remarque que si A est analytique Y24 =0 soit VP =0 et V=0, ie. Pet
Q@ sont harmoniques.

QUELQUES IDENTITES ENTRE GRADIENT, DIVERGENCE ET ROTATIONNEL

Les identités suivantes sont vérifiées si A; , A, et A sont des fonctions différentiables.

1. grad (4:+ A4, = grad A, + grad 4.

2. div(Ai+42) = divA; + div Ay

3. rot (Ai+A4:) = rot 41+ rot 4

4. grad (A:4,) = (Ay)(grad A2) + (grad A)(4,)

5. rot grad A = 0 si A est réelle, plus généralement si Im {4} est harmonique.
6.

div grad 4 = 0 si A est imaginaire ou, plus généralement si Re { A} est harmonique.
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Problemes résolus

DERIVEES
1. A l’aide de la définition calculer la dérivée de w = f(z) = 2°> — 2z aux points (a) z = z,,
(by 2z =—1.
(a) Par définition, la dérivée en z = zy est
fzo 4 Az) — f(zy)

m (29 + A2)3 — 2(z) + Az) — {23 — 2z}

"z = lim = I
'z Az =0 Az _\zl—»o Az
= lim 23 + 323 Az + 32p(82)2 + (A2)3 — 22y — 2A7 — 2§ + 22
Az =0 Az
= 1im0 822 + 8254z + (A2)2 — 2 = 325 — 2
Az

En général, f'(z) = 322—2 pour tout z.

() De (a), ou directement, nous frouvons que si zo = — 1 alors fi(— 1) =3(— 12 ~2=1,

2. Montrer que -C%Z n’a pas de sens quel que soit z, i.e. f(2) = z n’est analytique en aucun point.

f(z+ Az) — f(2)

d .
Par définition d—zf(z) = Alleo Ay

Si cette limite existe indépendamment de la maniére dont Az = Ax + iAy tend vers 0, alors

z2+Az— 2 x+ay +Ar + 1Ay — a + 1y

é = m ———— = lim .
& Az—0 Az Az—0 Ax + 1Ay
Ay =0
= lim TTW A A @) gy, A il
AT -0 Azx + 1Ay Az=0 Ax + 1Ay
Ay =0 Ay =0
Si Ay = 0, la limite cherchée est lim — = 1.
Az =0 Ax
Si Ax = 0, la limite cherchée est lim —=~Y = —j,
Ay=—0 1AY

La limite obtenue dépendant de la fagcon dont Az—> 0, la dérivée n’existe pas i.e. f(z) n’est analytique en
aucun point,

3. 81 w=f(z) = 1i2, (a) trouver % et (b) déterminer en quels points f(2) n’est pas analytique.

(a) Méthode 1, 3 I'aide de la définition

1+ (z+4z2)  1+2

ﬂ = lim f(z+Az)—f(z) = lim 1—(z+42) 1—2z
dz Az =0 Az Az~ 0 Az

— 2 - 2 siz # 1

= Um A Tad—a T d—ep

Méthe .e 2, 4 'aide des régles de dérivation

d d
1_ —_ — — —_
d<1+z\ WTAGUTA T U950 aogm - ey |2

d\1-z/ = 1=2? - 1—2)72 =22

(b) La fonction f(z) est analytique pour toute valeur finie de z sauf z = 1, valeur pour laquelle la dérivée
n’existe pas et donc pour laquelle la fonction n’est pas analytique. Le point z = 1 est un point singulier

de f(2).

4. (a) Si f(2) est analytique en z,, montrer que f(z) est continue en z,.

(b) Donner un exemple montrant que la réciproque de (a) n’est pas exacte.
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(@) De flzg+h) — flzg) = M——ﬂzo—) < h oll h = Az % 0, nous tirons
fzg+ k) = f(zo) _

lim fzo+ ) = ) = Jim DTSl = f) 0 = 0

car f’(zo) existe par hypothése, Donc
}imof(zO+h)—f<zo) =0 ou ;{@Of(20+h) = f(zo)

ce qui montre que f(z) est continue en z,.

(b) La fonction f(z) =z est continue en z,. Toutefois, par le probleme 2, nous voyons que f(z) n’est pas
analytique et ceci quel que soit z. Ceci montre gqu’une fonction continue n’a pas nécessairement de dé-
rivée, i.e. n'est pas nécessairement analytique.

EQUATIONS DE CAUCHY-RIEMANN

5. Démontrer (a) qu'une condition nécessaire et (b) suffisante pour que w = f(2) = u(x, y) +itv(z,y)

soit analytique dans R est que les équations de Cauchy-Riemann gu _ 9 ou = — ov

dx Yy’ &y ax
soient satisfaites dans (R ; on suppose que les dérivées partielles sont continues dans R .

(a) Condition nécessaire. Pour que f(z) soit analytique, la limite

f(z + A2) — f(2)

T
Azn—n»o Az ) . ) .
- fl) = Alim {u(e + Az, y +Ay) + vz + Az, y.+ Ay} — {ule,y) + iv(x,y)) )
20 Ar + 14y
Ay —~0

doit exister indépendamment de la maniére dont Az (ou Ax et Ay) tend vers zéro. Nous envisagerons deux
fagons possibles de tendre vers zéro.

Cas 1. Ay = 0, Ax = 0. (I) devient dans ce cas

lim J¥@etaz y) —u@wy) , Jo@tdry) — vy | - % 00
Az—0 Ax Az dx Az
pourvu que les dérivées partielles existent.
Cas 2. Ax = 0, Ay = 0. (I) devient dans ce cas
coojule, y+AY) — wle,y) | v,y tAY) — wle, )| _ 1dw 9w _ w90
Al;lllo{ 1Ay + Ay i dy + Y 1ay T Ay

La fonction f(z) ne peut étre analytique que si ces deux limites sont identiques. Une condition né-
cessaire pour que f(z) soit analytique est donc que

ou Lo Lou ov Ju Jv dv du
—+ti= = —i =+ — =, = ——
ox dx dy oy dx oy 0% dy

(b) Condition suffisante. Les dérivées du/0x et du/dy étant supposées continues
Au = ulx+ Az, y+Ay) — ulx,y)
= {ulxz+az, y+ay) — ulx, y+Aay)} + {ulx, vy +Ay) — ulz,y)}

_ (i L (o R TN "
= <ax+el> Ax + <ay+n1>Ay = ax3x+0yAy+ele+7]1Ay
ou ¢; >0 et n, =0 quand Ax = 0 et Ay > 0.
De méme 9v/dx et dv/0y étant supposées continues
v ov ov Jv
Ay = <£+ 52> Az + <@+ n2> Ay = 5pA% T Ayt qlr + mpldy

o €, >0 et n, > 0 quand Ax ~ 0 et Ay > 0. D’olx

_ , _ [ou, Low ou | .0V
Aw = Au + tAv = \ax+zax>Aw+<8y+zay>Ay+eAfc+nAy (2)
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oll e = ¢ +ie, =0 et 7 = +ipy >0 quand Ax —~ 0 et Ay = 0

D’aprés les équations de Cauchy-Riemann, (2) peut &tre écrite sous la forme
aw = (i) ap + (=249 sy 4+ ear + 54
- dx dx ar  Yax )Y s 7oy

ou Ldv .
<£+15;>(Ax-r1Ay) + eAx + Ay

D’oll en divisant par Az = Ax + i Ay et faisant tendre Az vers 0, on voit que
dw Aw . ou . dv

— = 4 = i = —_— -
dz 1'(z) Alzn_‘.no Az dx ¢ ox

ce qui montre que la dérivée est unique, i.e. f(z) est analytique dans & .

Si f(2) = u + iv est analytique dans un ouvert connexe R, démontrer que u et v sont harmo-
niques dans (R si elles possedent des dérivées partielles secondes continues dans (R.

Si f(z) est analytique dans & les équations de Cauchy-Riemann (1) ;—% = Z-; et (2) % = —%Zi
2
sont satisfaites dans ® . En supposant que u et v possédent des dérivées partielles secondes continues, on ob-
. . N R d%u a2 L 92y N
g { t e 8) — = = - ’
tlentoen derlva2nt (1) p)ar rapf)or a x et (2) par rapport & ¥ (8) -3 dx dy W 3y Iy> dou
J°u a°u J*u 921 . .
= —— 2= = i.e. u est harmonique.
do2 dy2 ou dx2  dy2? 0, 4
T . .. R N 2 2
De la méme maniére en dérivant (J) par rapport 4 y et (2) par rapport a x, on trouve %%-&- 272 =0

et vy est harmonique.

On verra plus loin (chapitre 5) que si f(z) est analvtique dans &, toutes ses dérivées existent et sont con-
tinues dans & . Les restrictions apportées ci-dessus ne sont donc pas nécessaires.

(¢) Montrer que u = e *(xsiny — ycosy) est harmonique.

(b) Déterminer v telle que f(2) = u + iv soit analytique.

du . .
(@) 5y = (e79)(siny) + (e~ Hwsiny —ycosy) = ¢ Tsiny — we “siny + ye T cosy
2y 9, . .
Frollie —();(e Tsiny —xe"Tsiny + ye Tcosy) = —2eTsiny + we Tginy — ye Teosy (1)
du _ . .
@ = e *(xcosy + ysiny — cosy) = we Tcosy + ye~Fsiny — e"Fcosy
9% 3 _ . . ‘
el = ﬁ(xe Tcosy +ye *siny —e Tceosy) = —we Tsiny + Ze Tsiny + ye Fcosy (2)
" . 2%y | d%u . .
Par addition de (/) et (2) on obtient F + 5—2 = 0, ce qui montre que u est harmonique.
x b
(b) Les équations de Cauchy-Riemann s’écrivent
v u . .
W T e~ Tsiny — we Tsiny + ye Tcosy (3
dv ou ,
. = _a_y = e Tcosy — Xe Tcosy — ye Tsiny (4)

En intégrant (3) par rapport &4 y, x étant constant, il vient
vy = —e Tcosy + xe *cosy + e *(ysiny + cosy) + F(x)
= ye Tsiny + xe Tcosy + F(x) )

oll F(x) est une fonction réelle arbitraire de x.

Par substitution de (5) dans (4) on obtient

—Yye ¥siny — xe Tcosy + e Tcosy + F'(x) = —ye Tsiny — xe Fcosy — ye Tsiny
soit F'(x) = 0 et F(x) = ¢, c¢ désignant une constante. D’ol1 de (5)
v = e I(ysiny + xcosy) + ¢

On trouvera une autre méthode dans le probléme 40.
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8. Déterminer la fonction f(2) du probléme 7.

Méthode 1.
Nous avons fz) = flet1y) = ule,y) + v, y).
Posons y=0, flz) = u(x,0) + tv(x,0).

En remplacant x par z  f(z) = u(z,0) + 1v(z,0).

D’oll d’aprés le probléeme 7, u(z,0) = 0, v(z,0) = ze—% et donc f(z) = u(z,0) + iv(z,0) = ize—? &
une constante additive arbitraire prés.

Méthode 2.
A une constante additive arbitraire prés, nous avons, d’aprés le probléme 7,
fla) = u + i = e *(xsiny — ycosy) + ie~T(ysiny + v cosy)
— e—td ey — g~y _ el 4+ o~ + je-x ol — g—iy el 4+ e—iy
{ < s ) 7 2 Y % toe 2
= d(x+iy)e =t = jze-=
Méthode 3.
. z+7 z2—7 _, . s . .
On sait que x = > y= YEE D’oul par substitution dans u(x,y) + iv(x,y) on trouve, aprés des

calculs fastidieux,que z disparait et que seul subsiste le résultat ize Z.

En général la méthode 1 est préférable aux méthodes 2 et 3 quand 4 la fois u et v sont connus. Si I'on
ne connait que ¥ (ou v) une autre méthode est donnée au probléme 101.

DIFFERENTIELLES
9. 8i w = f(2) = 2> — 222, calculer (a) aw, (b) dw, (c) Aw — dw.

(@) Aw = f(z+ Az) — f(z) = {(z+ A2)3 — 2(z + Az)2} — {28 — 222}
= 23 4 322 Az + 32(A2)2 + (A2)3 — 222 — 4z Az — 2(A2)2 — 28 + 222
(822 — 4z) Az + (32 — 2)(Az)2 + (Az)3

Il

(b) dw = partie principale de Aw = (822 —4z)Az = (322 —4z)dz, puisque par définition Az = dz.
On remarque que f/(2) = 822—4z et dw = (322 —4z)dz, i.e. dw/dz = 322—4z.
(¢) De (a) et (b) Aw —dw = (82— 2)(az)? + (A2)3 = eAz ol e = (32— 2)Az + (Az)%

Aw — dw

On remarquera que € > 0 quand Az- 0, i.e. A
z

- 0 quand Az - 0. On en déduit que Aw —dw

est un infiniment petit d’ordre supérieur a Az,

REGLES DE DERIVATION. DERIVEES DES FONCTIONS ELEMENTAIRES

10. Démontrer les formules suivantes sachant que f(2) et g(z) sont analytiques dans un ouvert con-

nexe R .

d d d
(@ U@ +9@)} = T + 7,93
b Li_ — d + _Cif
O L@y = @i + e Lie

d d
9(2) = f(2) — f(2) 7-9(2)

(c) E—{M} = dz dz si g(z) =0

2z 19() 9@
(@) _"i_{j(z) +9)) = lim flz +a2) + glz+ a2) — {f(2) +g(2)}

dz Az=+0 Az

= Alj’_?o&i%;f(—z) + /JJTOM%—M = %f(z) + %g(z)
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O Lgeeey = lm letan 29 = JE) o2
= lim [EF82{0(ET82) = g@) + 9@z +82) — [}
Az=+0 Az
= 10 o) + o) L)
On remarquera que nous avons utilisé le fait que AlZiT0 flz + Az) = f(2) qui provient de la pro-

priété de f(z) d’étre analytique donc continue (voir probléme 4).

Autre méthode.

Soit U =f(z), V=yg(). Donc AU = flz+az2)—f(z) et AV = glz+Aaz)—g(z), Iie
flz4+Aaz) = U+ AU, gz+4z) = V -+ AV. On en déduit
g—UV = lim U+A)(V+AV) - UV _ lim UAV + VAU + AUAV
z Az 0 Az Az =0 Az
_ AV | AU AU N _ o dV au
= A <UA—z+VA—z+Tz“’/ = UVt Vg

ol l'on notera que AV — 0 quand Az — O car V est supposée analytique donc continue.
Un procédé semblable peut étre utilisé pour démontrer (a).
(¢) Nous utiliserons la seconde méthode de (»). On a donc

_d_/g> oy LJUEAU L} _ oy VAU - Uav

dz\V/) T amodz |V4AV V[ T amo 82(V+AVV
. 1 AU AV] _ V(dU/dz) — U(dV/da)
= Iy {V?; Uai] T 7z

La premiére méthode de b peut aussi étre employée.

, d .
11. Démontrer que (a) e = e (b) gd;e“ = e’ ou a est une constante quelconque.

(a) Par définition, w = e* = e*+% = ex(cosy +isiny) = u+w ou u = e?cosy, v = e siny.

ou Jv dv du s g . R
De & = ez = == = T g} = —— on déduit que les équations de Cauchy-
py er cosy 3y et 5o = ¢ siny 3 q q y

Riemann sont vérifiées, Donc d’aprés le probléeme 5 la dérivée cherchée existe et est égale 2

du . 0v L ou av . .
= —_— = —g— . = x T = z
ax“Hax 16y+0y et cosy + ie* siny e

N

(b) Soit w=4et ol ¢ =az Donc d’aprés la partie (a) et le probléeme 39,

d d d de
— - et = — el 2 = L. = az
Tz e9® e e & e et a ae
On peut aussi procéder comme dans (a).
12. Démontrer que (a) isinz = cosz, (D) —d—cosz = —sinz, (¢ 4 tg z = 1
dz dz dz cos? z
(¢) Nous avons w = sinz = sin(x + iy) =sinx chy + icosxshy. D’ou
u=sinxchy, y=cosxshy
ou v v ou , , .
On en déduit que — =cosx chy =—— et — = —sinx sh y = ——— ce qui montre que les équations
n en déduit g F chy Py Y y 3y q q q
de Cauchy-Riemann sont vérifiées. D’aprés le probléme 5, la dérivée cherchée est donc
ou ov ou v . _ , _
ou Y - =24 = — sh = os (2 + 17 = cosz
ax+“"ax 1ay+ay cosx ch y isinx y cos ( Y)
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Autre méthode.

De sinz = e_”:-zli—f on tire 4 I'aide du probléme 11 (b)
d . _ dfer—e-x\ _ 1d ., 1d _, _ 1. 1 .. _
@ snE = Ez‘< % > T Zid:® T 2iaz® | T 2 TRt T cosz
d d /e + ez 1d 1d
b - = —_ —— = — — et —_ —
(b) dz 57 dz\ 2 2dzez+2dze ”
= éeiz - ée”iz = _gE- e —Zie_lz = —sinz
La premiére méthode de (¢) peut aussi étre utilisée.
(¢) D’aprés la régle de dérivation d’un quotient (probléme 10(c)) nous avons
d . . d
d d sinz COSZ%SIHZ“‘SH’IZ'CECOSZ
d—z tg £ = E(COS 2> - cos? z
(cosz)(cosz) — (sinz)(—sinz) _ cos?z + sin2z __ 1
cos2z - cos2 z T cos2z
, , 1 . .
13. Démontrer que %zw = S en tenant compte de ce que z!/2 est une fonction multiforme.
o z

Pour qu’une fonction soit dérivable, elle doit au moins &tre uniforme. Donc puisque z1/? est multiforme
(2 déterminations possibles) nous devons nous restreindre 3 une seule branche de cette fonction.

Cas 1.
Considérons d’abord la branche de w = z1/2 pour laquelle w = 1 quand z = 1. Dans ce cas w? =z si
bien que d d 1 d "
¥ w
=2 = 3 t don¢c —m = — 00U —,1/2 — _— _
dw 2w et d dz 2w dz * 221/2
Cas 2.
Considérons maintenant la branche de w = z!/? pour laquelle w = — 1 quand z = 1. Dans ce cas égale-
ment nous avons w2 = z d’oll
dz _ dw _ 1 Aoy — 1
dw — 2w et dz =~ 2w ou dz? T 9n1/2
Dans les deux cas nous avons ;—zzw = 5 11/2. On remarquera que la dérivée n’existe pas au point de
z

branchement. En général une fonction n’est pas dérivable, i.e. n’est pas analytique en un point de branche-
ment. Les points de branchement sont donc des points singuliers.

4 d 1
14. Démontrer que ELogz_ =

Soit w= Log z. D’olt z=¢ew et dz/dw = e¥ = z. Donc
dw 1 1

A logr= S0 _ _ 1
dz O8FT I T @jdw T

On remarque que le résultat est valable quelle que soit la branche de Logz considérée. On remarquera éga-
lement que la dérivée n’existe pas au point de branchement z = O, illustrant ainsi la remarque déja faite a la
fin du probléme 13.

; a _ '@
15. Démontrer que 7z Logf(z) = )
Soit w =Log{ ol ¢ =f(z). Donc
dw _ dw df _ 1 d¢ f'(z)

dz ~ dy dz T ¢ da 7()




16. Démontrer que (a) =

(¢) Si nous considérons la branche principale de Arcsin z nous avons d’aprés le probléme 22 du chapitre 2

Chapitre 3/ Dérivation dans le domaine complexe

1

Arcsin z = —F7/———
2 J1—22

d
(b) —Argthz =
dz

et d’aprés le probléeme 1°

[ &

d . _
= Arcsinz =

{ Log(iz /1 ——22)}
d - .
Zi_ zz+\/1—z2)/(1z+\/1—zz)

| bt [~ 9

.

<1+\/1i_z_2>/<iz+\/1—z2) =

Le résultat est également vrai si ’on considére d’autres branches.

(b) Nous avons en considérant la branche principale

D’ou

d
T2 Argth z

/1*2\\

_22

{i+ 11—z2)-12 (—2z)}/(iz +V1-22)

1

1 1 , 1
= ~Log —=) = = 4p) — = -
Argth z Log 2) 3 Log(1+2) 5 Log (1 ~2z)

2 \1-

d 1d _ 1
3 Log(1+2)— 5 - Log(1—z) = <

[

1+z/

L1/1 1
To\dl-z) T 1-—22

On remarquera que dans (a) et (b) les dérivées n’existent ni en + 1 ni en — 1.

17. En utilisant les régles de dérivations, calculer les dérivées de chacune des fonctions suivantes :

(a) cos?(2z + 3i),

(a) Soit 7 = 2z+8i

donne alors

(b) z Arctg (Log z), (¢) {Argth (iz + 2)}~,

lrg_

(d) (z — 3i)**2,

= cosy, w = 2 douw= 0052(22 + 3i). La régle de dérivation des fonctions

dw dw di d .
Fo= Fead = s
= (2 cosp)(—siny)(2) = —4 cos(2z+ 37) sin (22 + 37)
Autre méthode.
1 .
(;—z tcos (22 + 392 = 2{cos (2z+ 37} { cos (2z + 32)&

d
(b) P {z Argtg(Log

7

= 2{cos (22 + 3{)}{—sin (22 + 37)} % % (22 + 32')}
|d

= —4 cos (22 + 37) sin (2z + 39)
. d d
)} =z —Argtg (Logz) + Argtg(Log z)=—(2)
dz dz
1 d
=z {o s b — Logz + Arctg (Log z)

1+ (Log z)?

1 )
=+ L
1 + (Log z)? Arctg (Log 2)

(©) diZ{Arg tg(iz + 2)} = — 1 {Argth iz + 2)} 2 Z%{Argth (iz + 2)}

Il

— i {Argth (iz + 2)}?
1—(iz +2)°

_ 1 d .
—{Argtg (iz + 2)} 2 {m} E(ZZ +2)

77



78 Variables complexes
d : =4d —3i -3 4 ,
) E{(Z — 3t = d—z—{e(“”z)Log (z-31)} = o(42+2)Log(z—3i) EZ—{(42 +2)Log(z — 3i)}

= (LB E-3D) {47 + 2)%[Log(z ~ 3i)]+ Log(z — 3i) %(42 + 2)}

3
=(z — 3))* 14z + 2) +4(z — 3))*** Log (z — 3i)

= (4z+2)Loglz=3) {;Z:’L—iﬁL 4 Log(z — 31')}

18. Si w3 — 322w + 4Logz = 0, trouver dw/dz.

En dérivant par rapport 4 z et en considérant w comme une fonction implicite de z, nous avons

d d dw dw 4
3y — 3 % (2 e = 280 g 0W -
(w3) — 3 P (22w) + 4dz (Log z) 0 ou 3w = 32 7 6zw + . 0

4
dz

D’oll aprés résolution par rapport & dw/dz, nous obtenons dw _ 6xw ~ d/z

dz w2 — 322"

19. Si w = Arcsin(t — 3) et z =cos(Logt), trouver dw/dz.

dw _ dw/dt _ 1INT-— (=82 _ t
dz dz/dt —sin (Log 1) [1/1] sin(Log ) V1 — (¢ — 3)2

20. Dans le probléme 18 calculer d? w/dz*.
2w _d_<d_w> _ d [6zw—4/z
dz2 = dz\dz/ — dz\B3w2—3z2
(Bw?2 — 322)(6z dw/dz + 6w + 4/22) — (62w — 4/2)(6w dw/dz — 62)
(Bw?2 — 822)2

Le résultat demandé s’en déduit en remplacant dans cette expression dw/dz par sa valeur calculée dans le
probléme 18, et en simplifiant.

REGLE DE L’HOSPITAL
21. Démontrer que si f(2) est analytique dans un ouvert connexe (R contenant le point z,, alors
f(z) = Ff(z0) + f'(20)(z — 20) + 7(2 — 20)
ou n > 0 quand z = 2.

f(z) — flzo)

22— 2

— f'(zg) = =, alors
fz) = flze) + f(ze)(z—2p) + n(z—2g)

Tenant compte du fait que f(z) est analytique en z,, nous en déduisons ainsi qu’il est demandé, que

Soit

Ilim = lim {M—f'(zo)} = flzg) — f'zg) = 0O

=2 z=rzg 2= 2%

22. Démontrer que si f(z) et g(2) sont analytiques en 2z, et si f(z,) = g(z,) = 0 avec g'(zo) # 0,
fz) _ [z

Alors zllnzlo M = 9(z0)
D’aprés le probleme 21 tenant compte de f(zy) = g(zy) = 0.
f(z) Fzo) + f'l29) (2 —20) + mlz —20) = [f(z0) (& —2p) + mylz — 2p)
9(z) = 9(z0) + §'(z0) (2= 20) + ma(2—20) = g'(2) (z = 2¢) + 15(z — 7o)
ou zll.n; 7 = zli.”; 7s = 0. Alors ainsi qu’il est demandé
. f@ . Af(ze) Tz~ zp) f'(2p)
zlggom B zl'l"n;o 0@ e —20)  §'(z)
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Autre méthode.

lim L&)y F® = 7GR0 /9() — g(z)
22y 9(2) 2= 2 22—z z2— 2
- <1im &) = 1z \ L 9@ - g<z0>> A
2=z =2 z"’zo 2=z g'(ZO)
23. Déterminer les limites suivantes (a) lim == o1 (b) liml—ﬂ, (c) lim L= €08z
emi 28+ 1 z2—0 22 z»0 8inz?

(a) Sif(z)= 210 4+ 1 et g(z)y = 2%+ 1, alors f(i) = g(i) = 0. D’autre part f(z) et g(z) sont analytiques en
z =i, On a donc d’aprés la régle de L'Hospital
21041 1029 5 5
= lim—— = lim=~2¢ = =
z-l>ni 28+1 B—.i 625 }21311 ?
() Sif(z)=1—cosz et g(z) = 22, alors f(0) = g(0) = 0. D’autre part f(z) et g(z) sont analytiques en
z = 0. On a donc par application de la régle de L’Hospital,

1 1l—cosz _ .. sinz
im~———~ = I
z=0 z= 2=0 22
Les fonctions f;(z) = sinz et §,(z) = 2z étant analytiques et prenant la valeur 0 pour z = 0, on peut

appliquer a nouveau la régle de L’Hospital et I'on obtient la limite cherchée.

. sinz . COS® 1
lim = lim = =
=0 22 20 2 2

(c) Méthode 1. Par applications répétées de la régle de L’Hospital nous avons

.1 —cosz . sin z
hm——,—-—é— = lim—"""— = lim cos 2 = 1
z=0 singz z=02z cos 22 z-»o 2 cos 22 — 422 sin 2?2 2

Méthode 2. De lim Mz 1, on tire aprés une application de la régle de L’Hospital

z=0 Z
.1 —cosz _ .. sin z e sin z 1
lim ~———— = lim——— = lim 5
20 sinz2 200 22 CO8 22 ze0 \ 2 2 cos 22
/ sin 1 1 1
= 1 i = = - =
zl—lvnO\ z 31-{% 2005z2> <1)<2> 2
. 2 2
, . sinz . , . . z .
Méthode 3. De lim > — =1 ou, ce qui est équivalent, de lim ——5 = 1, on tire
z—=0 Z z—>0 SIn z
.1 —cosz . 1 — cosz 22 1 — cosz 1
1 —_— = —— —_ = —_—— = L
zl-xpo sin 22 ll_%< 22 ><sin z2> Ll_.o 22 2
a l’aide de ().
. . . 1/z2
24. Déterminer lim (cosz)™/” .
z=>0
. 1/22 Logcosz . | .1 , L . .
Soit w = (cos z)”” . Alors Log w= =""———ou l'on considere la détermination principale du logarithme.
D’aprés la régle de L’Hospital. :
limLogw = Hm=ES0S? = |y (csine)/eosz
2= 0 z=0 22 z=0 2z

. sin 2\ 1 _ _1 _ 1
= ;%( ) /<_2cosz> - (1)< 2> - 2

La fonction logarithme étant continue, nous en déduisons

) _ 1
i%Log w = Log \hm w> = 3
ou lim w = ¢ Y2 qui est le résultat demandé.
z—=>0
On notera que puisque hm cosz =1 et lim l/z = oo ]a limite demandée provient de la “forme indé-
-0 z—0

terminée™ 17,
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POINTS SINGULIERS
25. Pour chacune des fonctions suivantes déterminer les singularités et leur nature ; on se bornera
aux points a distance finie et 1’on précisera si les singularités trouvées sont isolées ou non.

@ 10 = iy = GTHe—TE - GrEe—
Puisque zlin;i (z—20)2f(z) = zli;gi ——(z +z2i)2 = 517 # 0, z=2¢ est un pdle double. De méme z =—2;

est aussi un pdle double.

Etant donné que nous pouvons déterminer § tel qu’il n’existe pas d’autre singularité que z = 2i dans
le cercle 1z — 2i} = § (il suffit de choisir § = 1), on en déduit que z = 2i est un point singulier isolé. De

la méme fagon z = — 2 est aussi un point singulier isolé.
1
b 7)) = ———
(®) f(2) cos(1/2)

On obtient des singularités pour cos (1/z) = 0, i.e. 1/z2 = (2n+ 1)7/2. ou z = 2/(2n + 1)7, ol
n=20,%1,£2 £3,.... De plus comme f(z) n’est pas définie pour z = 0, cette valeur est aussi une
singularité,

La reégle de L’Hospital donne alors

. 2 ¢ —2/@n+ D
lim - = T eenT A)m
2= 2/Cn+ D7 {z (2n + l)rrj 7z) z—»z/l(lzmnﬂ)fr cos (1/z)
- ¥m L
z=2/(2n+ 17 — sin (1/2){—1/22}
7t T VoL e VLN
sin (2n+1)=/2 —  (2n+1)222

Les singularités z = 2/(2n + 1)/m, n =0, £ 1, £2,.
sont donc des poles d’ordre un, ie. des poles s1mples ; y
On remarquera que ces pdles sont situés sur ’axe réel
en z ==*2/m £ 2(3m, £2/57,... et qu’il y en a une
1nf1n1te dans tout intervalle fml contenant 0. (Voir fi-
gure 3.9), —2/57 | 2/5= x

Comme nous pouvons entourer chacune de ces sin- 5
gularités par un cercle de rayon § n’en contenant pas /7 ~2/3x 2/3x 2/x
d’autre, on en déduit qu’elles sont isolées. On notera
que les & utilisés décroissent quand on se rapproche de
Porigine.

Etant donné que ’on ne peut pas trouver d’entier
n tel que lim (z — 0)'f(z) = 4 # 0, on en déduit que Fig. 3-9

z—>0

z = 0 est une singularité essentielle, De plus comme
tout cercle de > rayon 6, aussi petit soit-il, centré en z = 0 contient d’ tres singularités que z = 0 on en

déduit que z = 0 est une singularité non isolée. pt & ¢ LW Tros Lo 5} 2 &

Log(z —2)
c z)= ———————
© &)= 3o
Le point z = 2 est un point de branchement et une singularité isolée. De 224+ 2i+ 2 =0 on tire
z=—1%; dou z* +22+2=(0+1+i)(z+1—i)etz=—1%sont donc des pdles d’ordre 4 qui

sont des singularités isolées.

@ £(2) =—S{1/T‘/—Z.
1l apparalt a premlere vue que z = 0 est un point de branchement. Pour le vérifier on pose
z =relt = pel@+27) o3 0 < 0 < 27,
Si z = re’?, nous avons ) sin (V7 €10/2)
fe) = Ty
Si 2z = relt6+2m nous avons
sin (V7 €92 e7ly _ gin (=7 €¥9/2)  sin (V7 €0/2)

&) = V7 972 i - /7 eit/2 V7 eif/2

La fonction ne posséde donc qu’une seule branche et z = 0 ne peut &tre un point de branchement.
. sina/z

De hm —_\/— =
z—0 z

1, on déduit que z = 0 n’est en fait qu’'une singularité apparente.
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28 + 24 + 2
(z —1)3(3z + 2)?
() En quels points du plan f(2) est-elle analytique ?

26. (a) Préciser la nature des singularités de f(2) =

(a) Les singularités & distance finie dans le plan de la variable z sont z = 1 et z = —2/3 ; z = 1 est un pole
triple et z = — 2/3 un poble double.
Pour déterminer si z = o (le point 4 l'infini) est un point singulier, on pose z = 1/w. Alors
fljw) = (1/w)8 + (1/w)t +2 1+ wt & 2w8
Mw — 108 3/w + 22 wil—w)® (3 4 2w)?

Le point w = 0 est un pdle triple pour la fonction f(1/w), on en déduit que z = °° est un podle triple
pour la fonction f(z).

La fonction donnée posséde donc trois singularités : un pole triple en z = 1, un pdle double en

z = — 2/3 et un pdle triple en z = oo,
(b) De (a) et (b) en déduit que f(z) est analytique en tout point a distance finie du plan complexe, distinct
dez=1¢etz=—2/3

MILLES ORTHOGONALES

27.,0n considére les deux familles de courbes représentées par u(x,y) = a et v(x,y) =, ou u
\J et v sont les parties réelles et imaginaires d’une fonction analythue f(z) et ol & et 3 sont des
= constantes quelconques. Montrer que ces familles sont orthogonales (i.e. toute courbe d’une

famille est orthogonale a toute courbe de I'autre famille en chaque point d’intersection).

/ Considérons une courbe de la premiére famille u(x,y) = &,
et une courbe de l'autre famille v(x,y) = §, (Fig. 3.10). Y
En dérivant u (x,y) = &, par rapport 4 x on obtient ¥z, o X =
du | dudy = 0 ) “ <
dxr ' dy dx
La pente de la tangente & la courbe u(x,y) = a, est donc
x
dy _ _ou fou
dr dx/ oy
De la méme fagon pour v(x,y) = ; on trouve
dy _ [ Fig. 3-10
de dx/ oy
Le produit des pentes est donc a l’aide des équations de Cauchy-Riemann
dwiv foude __dvow fouwv oy
‘ ax ox [/ oy oy gy dy/ oy oy
Les courbes considérées sont donc orthogonales.
28. Trouver les trajectoires orthogonales de la famille de courbes du plan des xy, définie par
e *(xsiny —ycosy) =« ou « est une constante réelle.
D’aprés les problémes 7 et 27 on trouve que e¢~*(ysiny + xzcosy) = B, ou  désigne une constante

réelle, est I’équation des trajectoires orthogonales cherchées.

APPLICATIONS A LA GEOMETRIE ET A LA MECANIQUE

29. Une ellipse C a pour équation z = a cos wt + bisin wt ou a, b, w sont des constantes positi-
ves, a > b, et t est une variable réelle. (a) Tracer Dellipse et montrer que lorsque t croit a
partlr de t = 0, l’ellipse est décrite dans le sens direct. (b) Déterminer un vecteur unitaire tan-
gent a C en chaque point de C. v
(@) Quand ¢ croit de 0 a 72w, de /2w & wjw, de mjw a

37/2w, de 37/2 & 27w jw, le point z de C varie de 4 2
B,de BaD,de D aFEetdeFE adA,ie il se déplace
dans le sens direct ainsi qu’il est 1nd1que sur la figure 3.11.

wt A x
(b) Un vecteur tangent a C en un point ¢ est
dz

__”“/
dt

Un vecteur unitaire tangent a4 C est donc pour tout point ¢ Fig. 3-11

C

z

fl

= — qw sin ot + bwi cos wt

dz/dt _  —awsinet + boicoswt _  —asinet + bicoswt
ldz/dt| | —aw sin wt -+ bwi cos wt | Va? sin? ot + b2 cos?wt

~
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30. Dans le probléme 29 on suppose que z est le nombre complexe attaché a une particule se dépla-
cant sur C et que t est le temps.

(a)
()
(c)
(d)

(a)

®

()

(@)

Déterminer le vecteur vitesse ainsi que la vitesse de la particule a chaque instant.
Déterminer le vecteur accélération et le module de 'accélération.
Démontrer que d? z2/dt> = — w?z. En donner une interprétation physique.

Déterminer les points pour lesquels la vitesse et l’accélération passent par un maximum ou
un minimum.

-

Vecteur vitesse = dz/dt = —aw sin ot + bwl cos wt

|dz/dt]

Vitesse = module du vecteur vitesse wVa? sin2wt + b2 cos? wt

Vecteur accélération = d2z/dt2 = —aw? cos wt — bw?i sin wt

[d2z/dt?] = &2V a? cos?wt + b2 sin?wt

Module du vecteur accélération
De (b) nous déduisons

d2z/dt2

—aw? cos wt — bw?i sinwt = = —ulz

—w?(a cos wt + bt sin wt)

Physiquement ceci établit que ’accélération a4 chaque instant est centrale, dirigée vers O, de module pro-
portionnel & la distance de la particule au point 0. Quand la particule décrit I’ellipse sa projection sur
I’'axe des x et des y est animée d’un mouvement sinusoidal de période 2m/w. L’accélération est dite, dans
ce cas, centrale ou contripéte.

De (a) et (b), on tire

Module du vecteur vitesse oVa?sin2wt + b2(1 — sinZet) = oV(a?— b2) sin ot + b2

Module du vecteur accélération =

w2y a? cos?wt + b1 — cos? wt) 02V (a2 — b2) cos2 wt + b2

La vitesse a donc sa plus grande valeur {donnée par wa] quand sin wr = 1, i.e. aux points B et E (Fig.
3.11), et sa plus petite valeur [wb] quand sin wt = 0, i.e. aux points 4 et D.

De la méme maniere la plus grande valeur de ’accélération [donnée par w2a] est obtenue pour
cos wit = 1, ie. aux points A4 et D, et la plus petite valeur [donnée par w?2b) pour cos wt = 0, ie. aux
points B et E.

Théoriquement les planétes du systeme solaire décrivent des trajectoires elliptiques dont le soleil est
un foyer. Dans la pratique il y a quelques différences entre la trajectoire et une ellipse parfaite.

GRADIENT, DIVERGENCE, ROTATIONNEL ET LAPLACIEN

. L . d d ./ 0 N
31. Démontrer ’équivalence des opérateurs (a) — = 94 =, (b) i = Z<__i_> ou
, - . ox 0z 02 oYy 0z 9z
2=+, 2= r—1.
Si F est une fonction continiment différéhtiable,
OF _ 9F iz 0F 9 _ OF |, OF
(@) 9 o ox | 0z 9w 9z | 9%
ce qui montre Iéquivalence - = 2 +2
aut d dx ~ 8z 8z’
oF oF 9z | oF oz oF .  oF . [oF oF
®) WS mn Tt s T a0ty = iy az>
ce qui montre ’équivalence 9 1<i - 0_>
dgz oz
d .4 9 = 9 .0 d
32. Montrer que = —4+i—=2-—-, (b = 2 ;2 =92
i ontrer que  (a) V = zotig iz OV =i 9z
ya
/ D’aprés les équivalences établies dans le probléme 31, nous avons
i) , 0 d d . J dJ J
= — — = — — 2 — — — -
(@) v e T ey iz Tt <az az) 2%
= J .9 a3 d . il d d
= — — 10— = - —_—— g2 = - = = —
®) v ox 10y dz + 02 ¢ <az dé> 262
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Si F(x,y) = c [ou ¢ est une constante et F est continliment différentiable] est une courbe du
.OF

plan des xy, montrer que grad ¥ = VF = W+ 1,6—, est un vecteur normal a la courbe con-
sidéré. Y
oF oF e , A Lo .
Nous avons dF = de -+ @dy = 0. En termes de produit intérieur ceci peut étre écrit [voir page 6]
aF | .oF - _
<5;+1a—y—>0(dx-1—zdy) = 0

Mais dx + idy est un vecteur tangent 4 C. D’ou VF = %—{_ i% doit étre perpendiculaire a C.

Montrer que 9P _ @ <&+ __> = 2%52_

ar 9y ar oy ot  B(z,2) = P(x,y) +1Q(z,y).

D’aprés le probleme 32,VB = 2ﬁ, D’ou

- 9 _ P _9Q . [eQ P\ _ 9B
VB = <m + 1 >(P+ Q) = o 3y + 1<6x + r"/y/ = 25
Soit C la courbe du plan des xy définie par 3x’y — 2y® = 5x*y? — 6x%. Déterminer un vec-

teur unitaire normal a C en (1,—1).

Soit F(x,y) = 3x%y — 2y3 - Sx“y2 + 6x% = 0. D’aprés le probléme 33, un vecteur normal & C est

aF L OF
VE = ot = (Buy—20a%2+120) + iBe2— 62— 100%y) = —14+ T en (1,-1)
o R —14 4 71 —2+1 o
Un vecteur unitaire normal a C en (1, —1) est donc — = . Un autre vecteur unitaire
_ | —14 + 74| NG

normal est 2\/5—.
Si A(x,y) = 2xy — ix?y3, déterminer (a) grad 4, (b) div A, (c) rot A, (d) laplacien de A.

(@) grad A 7A = < + 1—>(Zwy — w2yd) = ——(ny — wx2y3) + (29*1/ — 1x2y3)
= 2y — 2iwyd + i(2x — 3x%y?) = 2y + 3a2y2 + (%2 — 2@y'—)
. = [ 5\
(b)) divA = VoA = Re{VA} = Rel‘(% —-i;—y)(ny——ix?y%}
RE
d 5}
= 5;(21'2/) - @(902?/3) = 2y — 3a2y?
(¢) 10t A = VXA = Im{VA} = Im 3‘ <i— ié—)(ny — 1x2y3) L
|\ dx oy [
= ey O — ouyh - 2 ’
= ﬁw( z2ys) 3y (2zy) = —2ay® — 2z
] . _ _ = A 92A 32 . 92 .
d) laplacien ded= V24 = = a4 @A P — ip2yB o — G2
(d) p a Re{V VA} prl v 3 Ry — wy?) + P (2ey — 22y3)
= oy - 2iwyd) + 5‘%(235 322 = 2 — Gixdy

PROBLEMES DIVERS

37.

Montrer que les équations de Cauchy-Riemann s’écrivent en coordonnées polaires sous la forme

o _lov v _ 1o
ar_me ar_ r 99
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Nousavons # = 7¢os, ¥y =rsin § ou 7 = Va2+y? ¢ = Arctg (y/x). Dol
du _ qudr | dwads _ ouf__« ul —y _ du _1lou
3z - wrom T i - or <F2_;yz> t % <x2+y2> = o8 T g sine @)
du du Ir du 06 Ju Y ou x u 1 du
—_— = —_— —_— = @ — — — - g —_— —_— 6 2
a7 or 5y T 96 3y ar < o7 y2> ) <xz+ y2> oy SO+ g c0S @
De la méme fagon
oo dvor gvee _ dw o ldu
ox 9 8% 96 ox  or cos ey sin 8 4
v _ dvar dvog  _  9v . 1dv
dy ~ or Gy dGBJ - 6’rsm0 +;80 cos 8 *)
. e . ou
D’apres 1’6quation de Cauchy-Riemann — e = —a— nous avons, tenant compte de (7) et (4)
ou 1 v 1 du
<———;80>cose— <—+Tag>s1n0 = 0 (5)
ronde 194 . ou oy
D’aprés I’équation de Cauchy-Riemann 5 = o nous avons, tenant compte de (2) et (3)
Su _ 1avy . v | 1du _
<61' r£>sm0 -+ <5+;%>cose = 0 6)
En multipliant (5) par c059 (6) par sin 8 et en additionnant, il vient % ~low 0 ou o _ la_v.
ar - r 96 ar r 06
En multipliant (5) par —sin 8, (6) par cosf et en additionnant, il v1ent v low _ 0 ou o _ _low
ar r 06 ar r 96

38. Montrer que la partie réelle et la partie imaginaire d’une fonction analytique de la variable com-
plexe exprimée sous forme polaire, vérifient I’équation [équation de Laplace en coordonnées

polaires]
ey lov  1ev
ar? ror o r?ag®:
D’aprés le probleme 37, 5 v du v _ 1du
D 35 = "o @ % = "r
Pour éliminer v on dérive (1) par rapport a » et (2) par rapport a4 8, d’ol
3 v a(my _ [ Pu  ou
arde —  ar\ade;, — ar \ or are ar
(4) v _ 8 (v _ 8 [ lou _lau
dgor ~ se\dr/ a8 r 38 r 862
82v 3%y .., . \ o n 1m s
Mais ——— 3, 86 30 or si I’on suppose les dérivées partielles secondes continues. D’ou d’aprés (3) et (4)
2u _128% 02u 1 0u 1 92u
- 4 22 = i i = % =
e ar r 962 ou ar? ™ r dr + r2 992 0
Y 2
De la méme fagon, par élimination de n on trouve s + 1w + 1 _ 0 ce qui établit le résultat
A a2 rar  r2as
cherché.
dw dw d¢ . .
39. Si w = f({) ou { = g(2) démontrer que — e E +, bourvu que [ et g soient analytiques

dans un ouvert connexe (R.

Donnons a z un accroissement Az # 0 tel que z + Az soit dans &,
respectivement de A{ et Aw, ou
Aw =

Par conséquent { et w s’accroissent

FE+ay — f(),

AL = glzt+a2) — g(2) )
On remarque que Aw > 0 et A{ - 0 quand Az ~> 0.
. , o Aw
S1A§‘#O,onecr1te——A§_ d§' d’olt € = 0 quand A{ = 0 et
Aw = de{ 4 <AL (2)

dg
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Si A{ = 0 pour des valeurs de Az, alors (/) montre que Aw = 0 pour ces valeurs. Pour de tels cas on
prend € = 0.

On en déduit que dans chacun des cas A{ # 0 ou A{ = 0, (2) est vérifiée. D’olt en divisant (2) par
Az # 0 et en passant a la limite quand Az — 0, nous avons

di oy A0 g, (dwAr L aw
dz Aze0 Az semo \ AU Az Az
dw Al Aw
- ¢« lim == . —
dg A}TOA * Alzu—r»loe Ji’llo Az
_ dw dg _ dw dg
Tde dz + 0 dz T~ ar T d:

40. (a) Si u,(x,y) = 0u/dx et u,(x,y) = 0u/dy, démontrer que f'(z) = u; (2,0) — iu,(z, 0).

(b) Démontrer que le résultat de (@) peut étre utilisé pour résoudre les problémes 7 et 8.

(a) D’aprés le probléme 5, nous avons f/(z) = ;—/%— z‘g—z = uy(x, ¥) — iuy(z, y).
Ce qui devient pour y =0  f(x) = u(x,0) — fug(e, 0).
Remplagant alors x par z nous avons comme demandé f/(z) = u(z,0) — iuy(z, 0).
(b) On donne w« = e~ *{xsiny — y cosy), nous avons donc
U . .
wlx,y) = P = e Ffsiny — we Tsiny + ye T cosy
Ju . .
us(a,y) = Fm = we *cosy + ye"Tsiny — e~ T cosy

d’ou d’aprés (a)
Flz) = u(2,0) — duy(2,0) = 0 — i(ze™2—e"?) = —i(ze % — ¢~7)

En intégrant par rapport 4 z nous avons 4 une constante prés, f(z) = ize 7. Par séparation des parties réelles

et imaginaires il vient v = ¢~*¥(ysiny + x cos ¥) a une constante prés.

41. Démontrer que rot grad A = 0 si A est réelle ou plus généralement, si Im A est harmonigue.

A~ PO ' - (2 _ 9P 0@ /8P 9Q "ot

SiA=P+Qi gradd = <ax+ dJ/P—F Q) = PP 57‘2<8y+6x>' D’ol
_ /9 .a\]eP_ 4Q [P aQ}

rotgrad4 = [\ay 5~> {% T Zby + ax>)]

_ P 3%Q s ,0’Q\ 2P 82Q /a’P 82Q
= Im [8.@2 way T 1<0xr’)y b2 ) oy ox &y?) T laE Tt ayen
_ (:)ZQ , (i-)Q
T x2 dy?

Dot si Q = 0, i.e. 4 est réelle, ou si @ est harmonique, rot grad 4 = 0.

#U | PU

42. Résoudre équation aux dérivées partielles T e — 2
. N +2 22 o
Soit z:x+iy, Z= a1y d’ou x:22z, y:——gji——-. On en déduit
; g2l 92U O 62U
2 — y2 = L2423 et oz Pl ViU = 4o
" . , . 32U 1 .
L’équation donnée devient donc 4az 5 = .2_(22+22) ou
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- En intégrant (/) par rapport a z (en considérant z comme une constante)

oU 23 232 N
oo T ()
oll F;(Z) est une fonction arbitraire de Z. En intégrant (2) par rapport a (z)
232 228
. 2z | 288 i,
U 5. T o T F® + GG )

ol F(Z) est une fonction obtenue en intégrant F, (Z) et G (z) une fonction arbitraire de z. Remplagant z
par x +iy et 7 par x — iy, il vient
U = Lxt—yl) + Floa—iy) + Glx+iy)

Problemes supplémentaires

DERIVEES
43, A V’aide de la définition, déterminer les dérivées des fonctions suivantes aux points indiqués.
(@) f(z) = 822+ 4iz—5+4; z=2. (b) flz) = 37“1"2—2 r=—i. (c) flz) = 82~2; 2z = 1+4.

Reép. (a) 12 + 4¢ (b) —5i (c) 3/2 ~ 3i/2

, d - . .
44, Démontrer que % (z% Z) nexiste en aucun point.

45. La fonction |z |? est-elle partout dérivable ?

46. Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer les points singuliers, i.e. les points en lesquels la fonction
3z—2
() 224+2z+5"

z

n’est pas analytique. Calculer les dérivées en les autres points. (a) g

Rép. (a) —1i, i/(z+1)% (b) —1 =24, (19 + 4z — 322)/(22 + 2z + 5)?

EQUATIONS DE CAUCHY-RIEMANN

47. Vérifier que les équations de Cauchy-Riemann sont satisfaites par les parties réelles et imaginaires des fonctions
suivantes ; en déduire ’analycité de chacune de ces fonctions.

(@) f(z) = 22+ 5iz+3—14, (b) f(z) = ze™%, (c) f(z) = sin2z.

48. Montrer que la fonction X%+ iy3 est non analytique en tout point. Cela est-il compatible avec le fait que les
équations de Cauchy-Riemann sont satisfaites au point x =0, v = 0?

49, Montrer que si w = f(z) = u + iv est analytique dans un ouvert connexe &, alors dw - w oW

dz ~ e oy

50. (a) Montrer que la fonction u = 2x (1 — y) est harmonique. (») Trouver une fonction v telle que f(z) =u +iv
soit analytique [ie. déterminer la fonction conjuguée de u]. (c¢) Exprimer f(z) & V'aide de la variable z.
Rép. (b) 2y + 22— 2, (c) @22+ 22

51. Répondre aux questions du probléme 50 pour la fonction u = %2~ y2~ 22y —2x + 3y. Rép. (b) 2 —y%+ 22y — 3
52. Vérifier que les équations de Cauchy-Riemann sont satisfaites par les fonctions (a) €%, (b) cos2z, (¢) sh 4z

53. Déterminer parmi les fonctions u suivantes, celles qui sont harmoniques. Pour chaque fonction harmonique
trouvée, déterminer la fonction harmonique conjuguée v et exprimer u + iy comme fonction analytique de z.
(@) 3wy + 222 —y8 —2y2, (b) 2xy + 3xy? —2y8, (c) we*cosy — ye* siny, (d) e2% gin (x2 — y2).
Rép. (a) v = doy— a8+ Bay2+c, flz) = 222—1423+ ¢ (¢) yeTcosy + xeTsiny + ¢, ze* + ic
(b) Non harmonique (d) —e—27¥ cos (22 — y2) + ¢, —ie®?® + ic
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54. (a) Montrer que ¥ =Log[(x — D%+ (y — 2)2] est harmonique dans tout ouvert connexe ne contenant pas le
point (1,2). (b) Trouver une fonction ¢ telle que ¢ + i\ soit analytique. (c¢) Exprimer ¢ + iy & l'aide de
la variable z seule.

Rép. (b) —2arctg {(y —2)/(x — 1)} (¢) 2iLog (z -1 —2i)
55. Si Im f’(z) =6x(2y-1) et f(0)=3 -2, f(1)=6 —5i, calculer f(1+1). Rép. 6+ 3.

DIFFERENTIELLES

56. Si w = iz2— 4z + 3i,trouver (¢) Aw, (b) dw, (¢) Aw—dw au point 2z = 2i.
Reép. (@) —8Az+i(Az)2 = —8dz-+i(d2)2, (b) —8dz, (c) i(d2)®

57. Déterminer (a) AW et (b) dw si w = (22+1)3, z = —i, Az = 1+4. Rép. (a) 38— 27, (b) 6—42(

58. Si w = 3iz2+ 22+ 134, trouver(a) Aw,(b) dw, (¢) Aw/Az, (d) dw/dz pour z=1i.
Rép. (a) —4Az + 3i(Az)2, (b) —4ddz, (o) —4 + 3iAz, (d) —4

59. (¢) Si w=sinz, montrer que %“i = (cos z)<M> — 2 Sinz{w} .
z Az Az
iy . in A )
(b) En utilisant lim SnSZ 1, montrer que dw cos 2.
Az—0 AZ dz

(¢) Montrer que dw = (cos z)dz. *

60. (a) Si w =Log z, montrer que si Az/z = ¢, 1—7::21 Log {(1 + §)1/L},
. . . , d 1
(b) A laide de Em}) (1+HVE = e = 2,71828, . démontrer que d—zj =7

(¢) Démontrer que d(Logz) = dz/z

61. Démontrer que (a) d{f(2) ()} = {f(2) g'(2) + 9(2) ['(2)} dz
(b) d{f(2)/9(2)} = {g(2) f'(2) — [(2) ¢'(2)} dz/{g(2)}?

en faisant des hypothéses convenables sur f(z) et g(2).

REGLES DE DERIVATION. DERIVEES DES FONCTIONS ELEMENTAIRES

62. Démontrer que si f(z) et g(z) sont analytiques dans un ouvert connexe & , alors
() Ed;{Zif(z)—(l-}-i)g(z)} = 2if()—1A+9)g'(z), (b ;.‘zi;{f(z)}2 = 2f() ), (o) %{f(Z)}‘1 =
—{f(2)} 2 f'(2).

63. A l'aide des régles de dérivation calculer les dérivées des fonctions suivantes (a) (1 + 44)22 — 3z — 2,
(b) (224 Bi)(z—1), (c) (22 —13)/(2+27), (d) (2iz+1)2, (&) (iz—1)~3.
Rép. (a) 2+8)z—3, (b) 4dz+1, (c) bi/(z+2i)2, (d) 41— 8z, (e) —8i(iz—1)~¢

64. Calculer les dérivées des fonctions suivantes aux points indiqués.
(@) (+20)(i—2)/(22—1), z2=4i. (b) {z+ (2+1)2)2, z=1+1.
Rép. (a) —6/5+3i/5, (by —108 —78¢

, d < 1 ) 1 d 1
65 émontrer que (a) — \oz o, 87 (b) e cotg z s
, d z d 2 22+ 2 . .
) (2 )2 = —F £ +2z4N=_FT<4a ;
66. Démontrer que (a) P (22 +1) @Eroe (b) 72 Log(z 2z+2) o, 3 N faisant au besoin quel

ques restrictions.

Il
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67. Déterminer les dérivées des fonctions suivantes en faisant les restrictions nécessaires.
(@) 3sin? (z/2), (b)tg3 (22 —3z+4i), (c) Log(l/cosz + tgz), (d) 1/sin {(z2 + D2}, (&) (2% - 1)cos (z+2i).
Rép. (a) 3 sin(z/2) cos (z/2)
(b)3(2z — 3) tg? (2% — 3z + 4i) {cos (z* — 3z + 4i)} 2

(¢) 1/cos z

(@ S D cotel(a + 1)1
(22 + 1)1/2

(e) (1—22) sin(z+27) + 2z cos (z + 29)

68. Démontrer que (a) (%(1-1—22)3/2 = 3z(1 + 2212, (b) %(z+2\/§)1/3 = %z—l/Z (z+2Vz)" 2 (Vz+1).

) d !
69. Démontrer que E(arctg 7) = e

1

, a
70. Démontrer que -E(arcsm z) ————m

71. Calculer la dérivée de chacune des fonctions suivantes.

() {arcsin 2z — 1)}2 (¢) arccos (sin z — cos z) (¢) argcoth (z/sin 2z)
(b) log {arccotg z%} (@) arctg (z + 3i)"1/? (f) Loglz _% + m)
Rép. (@) 2arcsin (2z — 1)/(z — z%)1/? (@ —1/2( + 1+ 3i) (z+3)/?

b)) - 2z/(1 + Y arcotg z? () (1 —2zcotg2z)/(1 — z"’/sin2 2z)sin 2z

(¢) — (sin z + cos z)/(sin 2z)!/? (f) 1/\/z% =3z + 2i

72. Siw =arcos(z 1), z = sh (&+2) et ¢ =Vt trouver dw/dr.
Rép. — 3[ch 3¢+ 21)]/2(2z — 22)1/2 t1/2

73. Si w=t/cos(t — 3i) et z = arcsin (2¢ — 1), calculer dw /dz.
Rép. {1 + rtg(r—30)} (¢t —t2)?jcos (r — 31)

74. Si w?—2w +sin 2z = 0,trouver (@) dw/dz, (b) d2w/de2.
Rép. (a) (cos22)/(1—w), (b) {cos?2z — 2(1 — w)2 sin 22}/(1 — w)3

75. Calculer d>w/dz2en {=0si w = cos¢, 2z = tg ({ + mi) Rép. —ch*m

76. Calculer (a) Edz_ {8} (b) % {sin (jz — 2) yrete(z + 31)

Rép. (@) 2220821160,
() { [sin (iz — 2)]?7B G¥ 3D} {5 arctg(z +3i) cotg (iz — 2) + [Logsin (iz — 2)]/[z2 + 6 iz — 8]}

77. Trouver les dérivées secondes des expressions suivantes. -
(@) 8sin2(2z—1+1), (b)) Logtg?? (¢) sh (z+1)% (d) arccos (Log z), (e) [cosv/1 + z]_l.
Rép. (a) 24 cos(4z —2+ 2i) (d) (1 —Logz—Log22)/z%(1 — LogZ)*/?
(b) 4/sin 222 — 1622cotg 222/sin 222 (e) —i(1+ 32)/4(1 + 2)223/2
(¢) 2 ch (z+1)2 4 4(z+1)2 sh (z+1)2

REGLE DE L’HOSPITAL

78. Déterminer 1 22+ 4 b 1 — omis3 < z > 22— 2iz—1
@ M st Goae—e O Mm G Ty, @ M e

Rép. (a) (16 +121)/25, (b) (1 —iV3)/6, (¢) —1/4

79. Déterminer (a) lim Z—"Tim—z (®) lim (z—mm-i)< il > Rép. (a) 1/6, (b) emmi [(ch mr)

z2=0 2= mmi sin z
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2 2

+
80. Trouver lim %—i
z=1 gin“ (z° + 1)

arctg 0 = 0. Rép. 1.

ol la détermination de la fonction arctg est choisie de telle maniére que

2

s 1/z
81. Déterminer lin}) <512z> . Rép. e—1/6
z—>

POINTS SINGULIERS

82. Déterminer la nature des singularités des fonctions suivantes, situées & distance finie.

22— 3z Log(z + 31) ) cos 2
(@) proaras s (b) o , (e)arcsin(1/2), (d) Vz(z2+1), (e PR
Rép. (@) z=—1 =% i ; pdles simples

{b) z = —3i ; point de branchement, z = 0 ; pdle double.

(¢) z=0 ; point singulier essentiel
(d) z=0, £i ; points de branchement
(e) z=—1; pble triple.

+ 3i)5 . . R . < e
83. Montrer que f(z) = (zz—(iZTiT)Z posséde des pdles doubles en z = 1 £ 27 et un pdle simple a I’infini.

2
84, Montrer que zZ a une singularité essentielle i D’infini.

85. Quelle est la nature des singularités de chacune des fonctions suivantes ?
(@) (z+8)/(z2--1), (b)1/sin (1/22), (c) (22 + 1)/25/2,
Rép. (a) z==% 1 ; pbdles simples, z = o ; pdle simple. (b) z= 1//mm, m==1, £2, £3,.., pdles simples,
z = 0 ; point singulier essentiel, z = o ; pbdle double. (¢) z = 0 point de branchement, z = * point de
branchement.

FAMILLES ORTHOGONALES

86. Trouver les trajectoires des familles de courbes suivantes :
(@) 23y —2y3 = «, (b) e Tcosy + oy = «
Rép. (a) xt—6a2y2+y* =B, (b) 2¢~*siny + 22 — y2 = B

87. Trouver les trajectoires orthogonales de la famille de courbes #2 cos2¢ = o. Rép. r2sin2¢ = 3

88. Par séparation des parties réelles et imaginaires de f(z) = z + 1/z montrer que la famille (r2 + 1) cos§ = wr
est engendrée par les trajectoires orthogonales de (r* — 1) sin @ = Br ; le vé-ifier par une autre méthode.

89. Si n est une constante réelle quelconque montrer que les courbes r” = a/cos nfl sont les trajectoires orthogo-
nales des courbes r" = §/sin nd.

APPLICATION A LA GEOMETRIE ET A LA MECANIQUE

90. Un point matériel se déplace sur la courbe z = e~ *(2sint + i cos t).
(¢) Déterminer un vecteur tangent unitaire au point r = m/4.

(b) Déterminer les modules du vecteur vitesse et du vecteur accélération en ¢ = 0 et*t = /2.

Rép. (a) £i. (b) Vitesse: V3, Vf5e ™2 Accélération : 4, 20~ ™2

91. Un point matériel décrit la courbe z = 2e'’?. (2) Montrer que sa vitesse est constante et égale a wa. .
(b) Montrer que le module de son accélération est constant et vaut w?a. (¢) Montrer que le vecteur accélé-
ration est toujours dirigé vers z = 0. (d) Quelle relationy a~t-il entre ce probleme et celui d’une pierre tour-
nant 3 I'extrémité d’une corde dans un plan horizontal ?
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92. La position & l’instant ¢, d’'une particule se déplagant dans le plan des z est donnée par z = 3te” 4" Déter-
miner les modules (a) du vecteur vitesse, (») du vecteur accélération a r=0 et t =7.

Rép. (a) 3, 3V1+1672. (b) 24, 24\/1 + 4=2

93, Un point matériel P décrit la droite x + ¥y = 2 du plan des z, a la vitesse constante 3 \/5 m/s, du point
z=—5+7i3z=10—8i Si w =222 —3 et si P' est I'image de P dans le plan des w, calculer le mo-
dule (a) du vecteur vitesse, (b) du vecteur accélération de P’ aprés 3 secondes.

Rép. (a) 24/10, (b) 72
GRADIENT, DIVERGENCE, ROTATIONNEL ET LAPLACIEN
94, Si F=x2y — xy2?, calculer (a) VF, (b) V2F. Rép. (a) (2zy — y2) + i(x2— 2xy), (b) 2y — 2x
95. Soit B = 3z% + 47. Calculer (a) grad B, (c) rot B, (d) Laplacien de B.
Rép. (a) 8, (b) 12z, (c) 12y, (d) O

96. Soit C une courbe du plan des xy définie par x2 — xy + y? = 7. Déterminer un vecteur unitaire normal 3
C en le point (a) (-~ 1,2), (&) (x, ).

Rép. (@) (—4+ 5)//41, (b) {2¢ —y + i(2y — x)}/V/522 — Bxy + by?

97. Déterminer ’équation de la normale 4 la courbe x?y = 2 xv + 6 en le point (3, 2).
Rép, x = 8¢+ 3, y=3t+2,

98. Montrer que V2|f(2)}2 = 4|f(2)|2. Vérifier le résultat pour f(z) = z* + iz

99. Démontrer que VHFG} = FV2G + GV + 2VFoV@G

100. Démontrer que div grad A = 0 si A est imaginaire ou, plus généralement,si Re {4} est harmonique.

PROBLEMES DIVERS

101. Si f(z) = w(x,y) + iv(x,¥), montrer que :
(@) f(z) = 2u(z2/2, —iz/2) + constante, (b) f(z) = 2iv(2/2, —iz/2) + constante.

102. Utiliser le probléme 101 pour déterminer f(z) si {a) u(x,y) = =% — 622y2 4+ ¢4, (b) v(x,y) = sh z cosy.

103. Si V est la vitesse instantanée d’un point matériel se déplacant sur une courbe plane quelconque C, montrer
que la composante normale de Paccélération en tout point de C est VZ/R, ol R est le rayon de courbure
en ce point.

104. Déterminer une fonction analytique 7 (z) telle que Re {f'(2)} = 822 —4y—3y2 et f(1+1) = 0.
Rép. 23+ 2iz2 -+ 6 — 2

105. Montrer que la famille de courbes 2

x? Y
2 + 2
ac + A b + A

avec —a’ <A< —b? est orthogonale a la famille pour laquelle A > — p? > —q2.

106. Montrer que ’équation F(x, y) = constante peut étre mise sous la forme u (x, y) = constante avec ¢ har-

92F/ox? + 52F/y?

(0F/0x) + (aF/5y)2 est une fonction de F.
=T y)*:

monique, si et seulement si

107. Illustrer le résultat du probléme précédent en comsidérant (y + 2)/(x — 1) = constante.
108. Si f'(z) = 0 dans un ouvert connexe & , montrer que f(z) est constante dans «.

109. Si w = f(z) est analytique et est exprimée en coordonnées polaires (r, §), montrer que

dw eﬂ.eaw

dz or
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110. Si u et v sont des fonctions harmoniques conjuguées, montrer que

111. Si u et v sont harmoniques dans un ouvert connexe ® , montrer que

est analytique dansa® .
112. Montrer que f(z) = |z |?* est dérivable mais non analytique en z = 0.

113. Montrer que ¥ = Log|f(z)| est harmonique dans un ouvert connexe & si f(z) est analytique dans & et si
f@) () # 0 dans & .

114. Exprimer les équations de Cauchy-Riemann au moyen des coordonnées (£,n) définies par x = e chn,
= ¢t sh
y=¢etshn.

115, Montrer qu’une solution de I’équation différentielle

azQ aQ Q
e + R(Zt T = Ey cos wt

ou L, R, C, Eg et w sont des constantes, est donnée par

i E, eiot
@ = Re \} - - 0¢ }
Uw[R F (oL — 1/C)]

Cette équation apparait dans la théorie des courants alternatifs en électricité.

[On pourra remplacer le second membre par £ e!“? ot chercher une solution de la forme 4 ¢'“? ol 4

est 3 déterminer)

116. Montrer que V2 {f(2)}* = n?|f(2)|»~2|f'(2)2,  moyennant des restrictions convenables sur f(z).

, N oy . 2U 8
117. Résoudre I’équation aux dérivées partielles prea e ol

Rép. U = -%{Log(x2+y2)}2 +2{arctg (»/x)}2 + F(x +iy) + Gz —iy)
; 34U a*U 4 477
4 = 2(V2 - = i) U _ 34U

118. Démontrer que V4<U v(V2U) T it G = 1655

. ) . L e . 4L MU HU  _ )
119, Résoudre ’équation aux dérivées partielles %x—4 + 2ot S = 36(c2 + 32).

Rép. U = Lex-+y2)3 + (+iy) File—1iy) + G —1y) + (v —w) Fa(e +1iy) + Gy +iy)



CHAPITRE 4

Intégration dans le domaine complexe
Théoreme de Cauchy

INTEGRALE CURVILIGNE COMPLEXE

Soit f (z) une fonction continue en tout point
d’une courbe C [Fig. 4-1] dont nous supposerons la
longueur finie, i.e. C sera supposée rectifiable.

Partageons C en n intervalles au moyen des points
21,22 5...,2,_1 arbitrairement choisis et posons
a=2y,l=2z,.Sur chaque arc joignant z, , a 2
[ou k varie de 1 a n] choisissons un point &, . For-
mons la somme

Fig. 4-1
S = f(E) (-0) + f(&) (a—21) + -+ + (&) (b—2z-1) )
En posant 2 — 2k—1 = AZx, ceci devient |
Sio= PHe)@-n) = T e (2)

Si I’on fait croitre le nombre n des subdivisions de facon que la longueur |Az, | de la plus
grande des cordes tende vers zéro, alors la somme S, tend vers une limite indépendante du mode
de subdivision et nous désignerons cette limite par

f eae ou sz @

appelée intégrale curviligne complexe ou plus simplement intégrale curviligne de f(2) le long de C,
ou encore intégrale de f(z) entre a et b, le long de C. Dans un tel cas f(z) est dite intégrale le
long de C. On notera que si f(2) est analytique dans un ouvert connexe & et si C est une courbe
appartenant a & alors f(2) est certainement intégrable le long de C.

INTEGRALES CURVILIGNES REELLES

Si P(x,y) et Q(x,y) sont des fonctions réelles de x et y, continues en tous les points d’une
courbe C, l'intégrale curviligne de Pdx + @ dy le long de C peut étre définie d’'une maniére sem-
blable a celle indiquée ci-dessus et est notée

j; [P(z,y)dz + Q(z,y)dy] ou j; Pde + Qdy &)

la deuxiéme notation étant utilisée par abréviation. Si C est continliment différentiable et a pour
représentation paramétrique z = ¢(t), ¥y = ¢y(t) ou t =t =t la valeur de (4) est donnée par

£ PG st ar + @, uo)w

On peut adapter le résultat au cas ou C est continliment différentiable par morceaux (voir Pro-
bléeme 1). ‘
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RELATION ENTRE INTEGRALES CURVILIGNES REELLES ET COMPLEXES

Si f(2) = wx,y) +iv(e,y) = w+4v Dintégrale curviligne complexe (3) peut étre exprimée
au moyen d’intégrales curvilignes réelles de la facon suivante

fc f(2) dz

]

fe (% + iv)(dx + i dy)

= fudx—vdy + ifvderudy (5)
C C

Pour cette raison (5) est souvent prise comme définition de ’intégrale curviligne complexe.

PROPRIETES DES INTEGRALES
Si f(z) et g(z) sont intégrables le long de C, alors

L v@reend: = f @i+ [ g@a

2. j; Af(z)dz = Af f(z) dz ou A est une constante quelconque
c
b a
3. f fl)dz = —f f(z)dz
a b
b m b
4. f f()dz = f flzydz + f f(z) dz ou les points a, b, m appartiennent a C.

= ML

5, } j; f(z) dz

ou |f(2)l <M, i.e. M est une borne supérieure de |f(2)| sur C, et L désigne la longueur de C.

On peut écrire ces propriétés de plusieurs autres facons. Par exemple si T, U et V sont des
points consécutifs sur une courbe, la propriété 3 peut s’écrire sous la forme

fmf(@ dz = - f @) dz. )

De méme si C, C,; et C, représentent des courbes joignant a a b, a a m et m a b respective-
ment, il est naturel de considérer C = C; + C, et d’écrire la propriété 4 sous la forme

fclm fe)de = fc f(2)dz + fc f(2) dz

CHANGEMENTS DE VARIABLES

Soit z = g({) une fonction contintiment dérivable de la variable complexe ¢ = u + iv. Suppo-
sons qu’une courbe C du plan de la variable z soit la transformée par g d’une courbe C' du plan
de la variable &, alors

Sr@ae = )o@ a (6)

Ces conditions sont certainement satisfaites si g est analytique dans un ouvert connexe contenant c'.

OUVERTS SIMPLEMENT OU MULTIPLEMENT CONNEXES

Un ouvert connexe (R est dit simplement connexe si toute courbe fermée simple [Page 68] de
R peut étre réduite par déformation continue a un point sans quitter (R, i.e. est homotope a un
point. Dans le cas contraire (R est dit multiplement connexe,
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Par exemple considérons 'ouvert connexe (R défini par |z| < 2, représenté dans la figure 4.2 par
la région ombrée. Si I' est une courbe fermée simple de (R [i.e. dont tous les points appartiennent
a R] nous voyons qu’elle peut étre réduite par déformation, sans quitter (R,a un point de R ;
(R est donc simplement connexe. Par contre si (R est Iouvert connexe défini par 1 < |z| < 2, om-
bré dans la figure 4.3, alors il existe des courbes I' de R irréductibles a un point sans quitter R
qui est donc multiplement connexe.

2%

B

r>

Fig. 4-2 Fig.4-3 Fig. 4-4

Intuitivement, un ouvert simplement connexe est “‘sans trou’” cependant qu’un ouvert multi-
plement connexe en possede.

COURBE DE JORDAN

Toute courbe fermée continue sans point double, de longueur finie ou infinie, est appelée une
courbe de Jordan [Voir probléme 30]. Un théoreme important qui,bien que difficile a démontrer,
semble intuitivement évident, est le suivant :

Théoréme de Jotdan. Une courbe de Jordan partage le plan en deux ouverts connexes ayant
la courbe considérée comme frontiére commune. L’ouvert connexe qui est borné [i.e. tel que tous
ses points satisfont a [2| <M ou M est une constante positive] est appelé I'intérieur de la courbe,
cependant que l'autre ouvert est appelé I’extérieur de la courbe.

Il suit de cela que l’intérieur d’une courbe fermée simple est un ouvert simplement connexe dont
la frontiére est la courbe elle-méme.

CONVENTIONS D’ORIENTATION D’UN CONTOUR FERME

On dit que la frontiere d’un ouvert connexe est décrite dans le sens direct si un observateur
se déplacant dans ce sens sur la courbe [et étant perpendiculaire au plan] a 'ouvert considéré a sa
gauche. Cette convention est traduite par les fléches indiquées dans les figures 4.2, 4.3 et 4.4, On

utilise le symbole
L\
§ 1) az QY

<

pour noter l'intégration de f(z) le long de C dans le sens direct. On notera que dans le cas dun -
cercle [Fig. 4.2] le sens direct est le sens contraire des aiguilles d’une montre .
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FORMULE DE GREEN

Soit P(x, ¥) et @ (x,y) des fonctions continues et a dérivées partielles continues dans un ouvert
connexe (R et sur sa frontiére C. La formule de Green établit que

fCde + Qdy ff< >dady (7)

Cette formule est 4 la fois vraie pour des ouverts sunplement connexes ou multiplement connexes.

FORME COMPLEXE DE LA FORMULE DE GREEN

Soit F (2, z) une fonction continue, a derlvees partielles continues dans un ouvert connexe (R
et sur sa frontiere C, et soit z = x + iy, z = x — iy des coordonnées complexes conjuguées. La
formule de Green peut étre écrite sous la forme complexe suivante

§ F(z,z)dz = 2if %—gdA (8)
¢ ®

‘ol dA représente ’élément d’aire dx dy.
Pour une généralisation de (8) on pourra se reporter au probléme 56.

THEOREME DE CAUCHY. THEOREME DE CAUCHY-GOURSAT
Soit f(2) une fonction analytique dans un ouvert connexe (R et sur sa frontiére C. Alors

ﬁ flaydz = 0 9)

Ce théoréeme fondamental est souvent appelé théoréeme de Cauchy, il est a la fois valable pour
des ouverts simplement connexes ou multiplement connexes. Il fut d’abord démontréra 1’aide de
la formule de Green avec I’hypothése supplémentaire de la continuité de f'(z) dans R [voir pro-
bléme 11]. Cependant, Goursat en donna une démonstration qui évitait cette restriction, c’est
pourquoi on I’appelle quelquefois théoréme de Cauchy-Goursat quand on désire mettre 1’accent
sur cette absence de restriction.

THEOREME DE MORERA
Soit f(z) une fonction continue dans un ouvert simplement connexe (R, supposons que

£f<2)dz = 0 (10)

pour toute courbe fermée simple de (R. Alors f(z) est analytique dans R.

Ce théoréme dii a Morera est souvent appelé la réciproque du théoreme de Cauchy. Il peut
etre étendu aux ouverts multiplement connexes. Pour une démonstration qui suppose que de plus
f'(z) est continue dans (R, on se reportera au probléme 22. Pour une démonstration qui n’utilise
pas cette hypothése supplémentaire on verra le probléme 7, chapitre 5.

INTEGRALES INDEFINIES

Si f(2) et F(z) sont analytiques dans un ouvert connexe (R et telles que F'(2) = f(z), alors
F(z) est appelée intégrale indéfinie ou anti-dérivée de f(z) et est notée

f f(2) dz (11)

La dérivée d’une constante étant nulle, on en déduit que deux intégrales définies d’'une méme fonc-
tion peuvent différer d’une constante. Pour cette raison une constante arbitraire C est souvent
ajoutée a la droite de (11).

Exemple : De —;—2(322 —4sinz) = 6z — 4cosz, on tire

f (6z —4cosz)de = 822 — 4sinz + ¢
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INTEGRALES DE FONCTIONS PARTICULIERES

A partir dec résultats de la page 66 [ou par dérivation directe] on peut obtenir les résultats
suivants (dans lesquels on n’a pas indiqué de constantes d’intégration).

1

@

b

3

®

©

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

. fz"dz= n¥x¥—1
n+1
fiz_zLng
z
fezdz=ez
z
z _a
fa dz Log a
fsinzdz=—cosz
fcoszdz=sinz
. ftgzdz = — Log cos z
fcotgz dz = Logsin z
dz 1
= +
fcosz Log {cosz te z]
= Logtg (2/2 + m/4)
dz
— =L0g<.—1—cotgz>
sin z sin z
= log tg (2/2)
dz
f > = tgz
cos“z
dz
f~2 = —cotg 2
sin“z
tg 2z 1
f g dz =
COoSs 2 cos 2
cotg 2 1
SR gy
sin 2 sin 2
fshzdz =chz
fchzdz =sh z
fthzdz = Log chz

zn

+1

18

19’.
20.
21.
22,
23.

24.

25

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

. fcothz=Log sh z

dz
f Fa Arctgsh z

dz
f —— = Argcoth (chz)
dz - th
f chzz %
dz
f s coth z
th z 1
fch z dz = (;h_;
f coth z _ = 1
sh z sh z

dz
[ —Leg AV E )

dz 1 z 1 z
f > > = — Arctg — ou —— Arc cotg —
2° +a a a a a

f dz 1L Z2—a
= —L1L.0
2z —a> 2a g<z+a>

dz .z 2
f —/5——5 = arcsin — ou — arc cos —
a* —z a a

dz a

arc cos —

fz 22 —q? z

2 2, -2 /2 2

Vzt tatdz = /2" ta
2
a2

+ —Log(z ++/2% £ d?)

2 Y

2
z a 2
f a2—z2dz=§\/a2—z2 + — arcsin —
z

a

e%(a sin bz — b cos bz)
f e* sin bz dz = aZ + b2

e**(a cos bz + b sin bz
f e cosbzdz = ( FER )
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QUELQUES CONSEQUENCES DU THEOREME DE CAUCHY

Soit f(z) une fonction analytique dans un ouvert simplement connexe (R . On a alors les théo-
rémes suivants.

Théoréme 1. Si a et z sont deux points quelconques de (R, alors

. fte) az

est indépendant du chemin suivi pour aller de a a z.
Théoréme 2. Si a et z sont deux points quelconques de R et si

f f(z) dz (12)

Il peut y avoir confusion entre la variable d’intégration z de (12) et la borne supérieure de
I'intégrale. En fait comme une intégrale définie ne dépend que de la courbe et des bornes d’inté-
gration, tout autre symbole peut étre utilisé pour la variable d’intégration, pour cette raison nous
dirons que c’est une variable muette. Ainsi (12) peut étre écrit de facon équivalente

alors G (2) est analytique dans R et G'(2) = f(2).

f f(0) d¢ (13)
Théoréme 3. Si a et b sont deux points quelconques de R et si F'(z) = f(z), alors
b
f f(z)dz = F(b) — F(a) (14)

Ceci peut aussi étre écrit sous la forme habituelle de 1’analyse élémentaire
' b
f F'(zyde = F(2)

a
Exemple : —i
f dzdz = 2z2
31

= F(b) - F(a) (15)

= 2(1—1%2—2(39)2 = 18— 41
3i

Théoréme 4. Soit f(z) une fonction analytique dans un ouvert connexe limité par deux courbes
fermées simples C et C, [ou C; est a I'intérieur de C comme dans la figure 4.5 ci-dessous] et sur

ces courbes. Alors
§ iz = § 1@z (16)

. 1

ot C, et C, sont décrites dans le sens positif relatif a leur intérieur [voir figure 4.5].

Ce résultat montre que si nous désirons intégrer f(2) le long d’une courbe C, nous pouvons
remplacer C par toute courbe C,, pourvu que f(z) soit analytique dans l'ouvert connexe compris
entre C et C,.

Fig. 4-5 Fig. 4-6

Théoréme 5. Soit f(z) une fonction analytique dans un ouvert connexe limité par les courbes
fermées simples ne se chevauchant pas C, C,, C.Z’ Cyenns [ou C,, C,,...,C, sont intérieures
a C comme dans la figure 4.6 ci-dessus] et sur ces courbes. Alors
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_fcf(Z)dz = §C flz)dz + £ fzydz + --- +\§C f(z) dz (27)

C’est une généralisation du théoréme 4.

Problemes résolus
INTEGRALES CURVILIGNES
(2,4)
1. Calculer f 2y + 2% dx + (3z — y)dy le long de (a) la parabole x = 2¢, y = t2 + 8
0,3)

(b) la ligne brisée formée par les segments de droite (0,3) a (2, 3) et (2,3) a (2,4) ; (c) le
segment de droite d’extrémités (0, 3) et (2, 4).

(a) Les points (0, 3) et (2, 4) de la parabole correspondent respectivement & ¢ =0 et r = 1. L’intégrale donnée
a alors pour valeur

1 1
f {2082+ 3) + (202} 2dt + {3(2t) — (124 3)} 2t dt = f (2412 +12 - 23— 68) dt = 33/2
t 0

=0
(b) Le long du segment de droite d’extrémités (0, 3) et (2, 3), ¥ = 3, dy = 0 et l'intégrale curviligne vaut
2 2
f 6+x2)dx + (3x—3)0 = f 6+a2)dx = 44/3
=0 z=0

Le long du segment de droite d’extrémités (2, 3) et (2,4), x = 2, dx = 0 et Vintégrale curviligne vaut

4 4
[ evrao + 6-vay = [ @-wa = s
y=3 y=3
Le résultat demandé est donc = 44/3 + 5/2 = 103/6.

(c) Une équation de la droite joignant (0, 3) & (2,4) est 2y —x = 6. On en tire x = 2y — 6. D’ou la valeur
de Pintégrale curviligne

4 4
f 3{2y+(2y——6)2}2dy+{3(2y——6)—y}dy = fa (82— 39y +Bd)dy = 97/8

Ce résultat peut aussi ére obtenu en utilisant y = {(x + 6).

2. Evaluer f Zdz dez=042az =4+ 2i le long de la courbe C (a) définie par z = t? + it
c

(b) formée des segments joignant 0 a 2i et 2i a 4 + 2i.

(a) Les points z = 0 et z =4 + 2{ sur C correspondant 4 t = 0 et & r = 2. L’intégrale curviligne considérée
vaut donc

2 2 2
f (E+at)d2+it) = f 2 —ity2t+adt = J (2B —i2+t)dt = 10 — 8i/3
t=0 1) 4]
Autre méthode., L’intégrale donnée s’écrit

f(x—’ly)(dx+idy) = fxdx+ydy + ij xdy —ydx
c c c

Les équations paramétriques de C sont x = t2, y=1tder=04art=2;lintégrale curviligne a donc
pour valeur

2 2
f ()2t dt) + (¢)(dt)y + if (t2)(dt) — (t)(2t dt)
t=0 =0

t=
2 2
= j 23+ ¢t)dt + zf (—t3)dt = 10 — 8i/3
0 0

(b) L’intégrale donnée vaut

f(x—iy)(dx-&-idy) = fxdx+ydy + 'ifacdy—-ydx
Je c c

La droite qui joint O a 2/ joint les points (0, 0) et (0, 2), on a donc sur cette droite x = 0, dx = 0
et la valeur de l'intégrale est

2 2 2
S o0 tva + if 0@ -v0 = [ v = 2

Jy=0 =0
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Sur le segment de droite 2i, 4 + 2ionay =2,dy =20 d’ou

4 4 4 *4
f zde +2-0 + ’Lf x*0—-2dx = r xdx + z; -2dx = 8 — 8t
=0 x Jo o

=0 0
Et le résultat demandé est = 2 + (8 — 8i) = 10 — 8.

3. Montrer que si f(2) est intégrable le long d’une courbe C de longueur finie L, et §’il existe un
nombre positif M tel que |f(2)| <M sur C, alors

j; f(2) dz‘ = ML

Par définition nous avons en utilisant les notations de la page 92

f f(eydz = lim i F&) B2 (1)
C n=wg=1

D’autre part |
= |f&)] 18z,
k=1

M
Py
3y
2
Q
x
IIA

1A

M3 jaz @
K=1

fiA

ML

\ A . n

oll nous avons utilisé le fait que |f(z)| < M pour tous les points z de C et que X IAzki représente la somme
o ] k=1

gles lopgueurs des cordes joignant les points z, _, et z, (ol k =1,2,...,n,) cette somme étant inférieure ou
égale a la longueur de C.

. (]C;n obtient alors le résultat demandé en prenant la limite des deux membres de (2) et en tenant compte

e .

On peut montrer plus généralement que

fcf(Z) dZi

IIA

IRCILE
c

FORMULE DE GREEN

4. Démontrer la formule de Green pour une courbe fer-
mée simple C ayant la propriété d’étre rencontrée par
des paralléles aux axes de coordonnées en deux points
au plus.

On suppose que les équations des arcs EGF et EHF (voir x
figure 4.7) sont respectivement y = Y (x) et y = Y,(x). Si&®
désigne Dlintérieur de C, nous avons
§P d (0 4p J Fig. 4-7
—drdy = =q :
!Rf oy L=e ‘:«fy:Y,EI) oy “Y da
f Yoz f
= f P(z,y) de = f [Pz, Yy) — P(x, Yy)] dae
x=e v=Y(x) e
e
= —f P(x,Y,)de — J P(x,Y,)de = —§ P dx
e f o}
g P
dou (ﬁ Pde = ——ff @dx dy (D
Jo %

De la méme facon si x = X (¥) et x = X,(y) sont respectivement les équations des arcs GEH et GFH,

[ W R R

on a

=g

f: QXy ) dy + jh QXpy)dy = féQdy
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D’ou

£ Q dy {f (gdwdy

Par addition de () et (2) on obtient alors § Pdx + Qdy
C

1

@

5. Vérifier la formule de Green pour l'intégrale c (1.1)
jg (ny—xz)dx+(x+y2)dy i
c K "K
ou C est la frontiére du domaine compris entre les H A
courbes y = x? et y? = x. o A<
)
Les courbes y = x2 et y2 = x se coupent en (0, 0) et (1, 1). i 3
Le sens direct sur C est indiqué & la figure 4.8.
Sur y = x2, Dintégrale curviligne a pour valeur 0
. . Fig. 4-8
1 1
»£40 {@x) (22 — a2} dx + {z+ (x2)2} d(x2?) = f (228 4+ a2 + 225 dx = 17/6
- 0
Sur y2 = x, lintégrale curviligne a pour valeur
0 0
Jeww-wmaen - wema = ar-wsenna = -1
y= 1
D’ou la valeur de Pintégrale considérée = 7/6 — 17/15 = 1/30.
D’autre part
/8Q P
ff\d aJ/d:zcdy = ff x+y2)———(2xy—x2) dx dy
R
1 vz
= ff(l—Zx)dxdy = f f (1 — 22) dy da
z=0 Jy=2z?
R,
1 N 1
- J" (y—2xy)| de = ‘f (@V2— 2032 — 22 + 22%) dx = 1/30
=0 y=a2 0

La formule de Green est donc bien vérifiée.

6. Etendre la démonstration de la formule de Green donnée
au probléme 4 au cas de courbe C rencontrées par des
paralléles aux axes de coordonnées en plus de deux points.

On considére une courbe fermée simple C, telle que celle repré-
sentée A la figure 4.9, rencontrée en plus de deux points par des

paralléles aux axes de coordonnées. Le segment de droite ST par-
tage lintérieur de la courbe en deux régions & ; et ® , qui sont
du type considéré au probléme 4 et pour lesquelles la formule de

Green s’applique, i.e.
- (8- 55 acan.

dex + Qdy

STUS

(@) f Pdr + Qdy
SVTS

Fig. 4-9

I (-

If

>dx dy

Par addition des premiers membres de (/) et (2) et en omettant les quantités P dx + Q dy, nous avons

[

stus  svTs TUS SVT TUS
a l’aide de J = —f
ST TS

De la mé&me fagon par addition des seconds membres de (1) et (2)

gy

DRI A I

f=1

SvT TUSVT
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_ 9Q _ P\
. dem-%—Qdy - ff<8x ay>dxay
%

TUSVT

ce qui démontre le théoréme. Nous avons démontré la formule de Green pour 'ouvert simplement connexe de
la figure 4.9 limité par la courbe fermée simple C. Dans le cas de domaines plus compliqués, il est nécessaire
d’utiliser un plus grand nombre de droites telles que ST pour démontrer cette formule.

La formule de Green est également valable dans le cas de domaine multiplement connexe ainsi que le
montre le probleme 7.

Montrer que la formule de Green est également vraie pour

. . ] 4 Yy
un ouvert multiplement connexe R tel que celui représenté
a la figure 4.10.
La frontiére de & , formée de la frontiére extérieure AHJKLA
et de la frontiére intérieure DEFGD, est décrite dans le sens direct
de telle fagon qu’un observateur se déplagant dans ce sens voit I'in-
térieur du domaine &« a sa gauche. On voit que le sens positif est
celui qui est indiqué sur la figure.
Pour établir ce théoréme construisons une ligne telle que AD re- x
liant les frontiéres extérieure et intérieure. L’ouvert dans la frontiére
ADEFGDALKJHA est simplement connexe et on peut donc lui ap-
pliquer la formule de Green. Donc Fig. 4-10
Pds + Qdy = ff <‘ﬁ_‘?_P\ di dy
dx  dy )/
ADEFGDALKJHA R
Mais l'intégrale qui figure dans le membre de gauche peut s’écrire en abrégé
R N
AD DEFGD DA ALKJHA DEFGD ALKJHA
puisque f = — f . Donc si C, désigne la courbe ALKJHA, C2 la courbe DEFGD et C la frontiére de & constituée

AD DA ~ »
par C; et C, (décrites dans le sens positif par rapport & & ) alors f +J = § et donc
¢ Yo c

£Pdm+Qdy = ff<%—%>dxdy
®

Soit P(x, y) et @(x,y) des fonctions continues et a dérivées partielles premiéres continues
en tout point d’un ouvert R simplement connexe. Montrer qu’une condition nécessaire et suf-

fisante pour que §C Pdx +Qdy = 0 pour tout contour fermé C de R est que dP/dy = 3Q/dx
identiquement dans R.

Condition suffisante. On suppose que dP/dy = 0Q/0x. On a donc par la formule de Green

3Q aP> _
= ———dad = 0
t<§Cde+Qdy {f <aw 5y ) e dy

ou & est 'ouvert limité par C.

Condition nécessaire,

On suppose que § Pdx + Q@dy = 0 sur tout contour fermé C de & et que oP/dy = 8Q/0x en un point
c

de ® . Plus précisément supposons que 0P/dy — 8(Q/dx > 0 au point (xg. 7o)

Par hypothése 0P/dy et 0Q/dx sont continues dans ® si bien qu’il existe un ouvert connexe 7 ayant
(xg, ¥o) pour point intériéur et tel que dP/dy — 9Q/dx > 0. Si I' est la frontiere de 7, alors par la formule de

Green
_ 8Q oP
#Tde+Qdy = ﬁ<—ax —ay>dxdy > 0



102  Variables complexes

ce qui est contraire & I’hypothése §de + Qdy = 0 pour toute courbe fermée de & . Donc 3Q/0x — dP/dy
ne peut étre positif,

De la méme fagon nous pouvons démontrer que 9Q/0x — 0P/dy ne peut étre négatif ; on en déduit que
cette expression doit étre identiquement nulle, i.e. 0P/8y = 0Q/0x identiquement dans & .

Les résultats peuvent étre étendus au cas de domaines multiplement connexes.

Y

9, Soit P et @ les fonctions du probléme 8. Montrer
gu’une condition nécessaire et suffisante pour que
B
j; Pdx + Qdy soit indépendante du chemin de (R

joignant A a B est que 0P/dy = 0Q/dx identiquement A<'
dans (R. ‘

Condition suffisante. Si 0P/dy = 8(Q/0x, alors d’aprés le probléme &,

dex-%—Qdy = 0

ADBEA Fig. 4-11

[voir figure 4.11]. On tire de 13 en omettant les quantités

Pdx + Qdy,
f_;_f = 0, f: —J‘:f et donc J;

ADB BEA ADB BEA AEB

[
S

1

i.e. lintégrale ne dépend pas du chemin suivi
Condition nécessaire.

Si Pintégrale est indépendante du chemin suivi, alors pour tous les arcs C; et C, de &
IR R N R Nl
G Cs ADB AEB ADBEA

On déduit de cela que lintégrale curviligne le long de tout contour fermé de & est nulle, et donc d’aprés le
probléme 8, dP/dy = 3Q/0x.

Les résultats peuvent &tre étendus au cas de domaines multiplement connexes.
FORME COMPLEXE DE LA FORMULE DE GREEN

10. Si B{(z, z) est continue et posséde des dérivées partielles continues dans un ouvert connexe
(R et sur sa frontiére C (ou z = x + iy et 2 = x — iy) montrer que la formule de Green peut
étre écrite sous la forme complexe suivante

§B(z,z)dz - 2ijf%§dxdy
C ~ ¥4

Soit B(z,z) = P(x,y) + 1Q(x,y). A P'aide de la formule de Green nous avons

£ B(z,2)dz

§C(P+iQ)(dx+idy) = iPdm—Qdy + iide%—de
= -‘ff(%?— \dxdy + ff<—x——>dxdy

ff [<%—@>+i<‘;—y Z—g>]d:vdy

szf——dxdz

d’aprés le probléme 34 page 83. Le résultat peut aussi s’écrire en utilisant rot B [voir page 70].

I

Il
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THEOREME DE CAUCHY ET THEOREME DE CAUCHY-GOURSAT

11.

13.

Démontrer le théoreme de Cauchy § f(z)dz = 0 si f(z) désigne une fonction analytique a
C

T ! . . . 7 .
dérivée f (2) continue a lintérieur d’une courbe C et sur cette courbe.

La fonction f(z) = u + {v étant analytique et ayant une dérivée continue

ey = o v ou
P& = 5% T im T o T iy
’ s Loy R ou _ dv ou ;
on en déduit que les dérivées partielles (1) 5z oy ) T ~ sont continues dans C et sur C. On

peut donc appliquer la formule de Green et

§c f(z) dz

§ (u + w)(dx + idy) = §udm—’udy + i§ vdx + udy
c fa

_dv ) , If( _ v -
ff( oz ) dedy -+ Py ay/ dedy = 0
R

a 1’aide des équations de Cauchy-Riemann (]) et (2).

En utilisant le fait que la formule de Green est applicable a des ouverts multiplement connexes, nous
pouvons étendre ce résultat a des ouverts multiplement connexes, f(z) remplissant les conditions données
plus haut.

Le theoreme de Cauchy-Goursat [voir les problemes 13-16] n’utilise pas ’hypothése supplémentaire de la
continuité de f (z)

Autre méthode.

Le résultat peut étre déduit de la forme complexe de la formule de Green [Probléme 10] en remarquant

que si B(z, z) est indépendant de z, alors dB/8Z = 0 et donc § fleydz = 0.
c

. Démontrer que (a) §C‘ dz =0, (b) ﬁ zdz =0, (c) § (#—#20)dz = 0 ou C est une courbe
C

fermée simple et z, une constante.

Ce sont des conséquences du théoréme de Cauchy car les fonctions 1, z et z — zo sont analytiques dans
C et ont des dérivées continues.

Ces résultats peuvent aussi étre établis directement & partir de la définition de P’intégrale [voir probleme
90].

Démontrer le théoreme de Cauchy-Goursat dans le cas
d’un triangle.

On considére un triangle quelconque A tel que 4ABC dans la
figure 4.12, situé dans le plan de la variable z. On joint les mi-
lieux respectifs D, E et F de AB, AC et BC et ’on forme ainsi
quatre triangles notés A, Ay, Ay et Ay,

Si f(z) est analytique dans le triangle ABC et sur sa frontiére
nous avons en omettant la quantité intégrée dans le second membre

frow = [« [+ f

ABCA DAE EBF FCD
={f+f} {J J} {f f} {f f+f}
DAE EBF FCD EF  FD
= f Joof+J
DAED EBFE FCDF DEFD
= A f(z)dz + A f(z)dz + i fz)dz + § ’ f(z) dz
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ol a la deuxiéme ligne nous avons utilisé le fait que
ED DE f!1 Eg‘ 5;1 f!ﬂ
D’od
} § f(z) dz § fz) dz
A Ay

§ f(z) dz
A

Soit A1 le triangle correspondant au terme du premier membre de (/) qui a la plus grande valeur (s’il y

en a deux ou plus alors A; est n’importe lequel d’entre eux). On a donc

+ f&)dz| + +

@

§ f() dz

Ay

‘ A1

§ f(z) dz = 4 f(2) dz 2)
A Ay
En joignant les milieux des cotés de A; on obtient de la méme fagon un triangle A, tel que
f(z) dz = 4 (f f(z) dz 3
Ay A,
si bien que
§ f(z) dz = 4 f(z) dz (4)
A Ag
Aprés n opérations semblables on obtient un triangle A, tel que
§ fleyde| = 4n <f flz) dz ®)
A Ja,

Ainsi A, A, Ay, Ay,.., est une suite de triangles, chacun d’entre eux étant contenu dans le précédent (ie.
une suite de triangles emboftés) et il existe un point z, qui appartient a chaque triangle de la suite.

Du fait que zj est situé a Pintérieur ou sur la frontiére de A on déduit que f(z) est analytique en zg.
D’otr d’aprés le probléme 21, page 78,

f) = flzg) + fzo) (z—2p) + nlz—2) (6)
ol pour tout € > 0 nous pouvons trouver § tel que {n| <e,pourvu que |z —zy ] <4.
On a donc par intégration des deux membres de (6) et en utilisant le probléme 12
§ fydzs = § p(z — 2¢) dz (”)
YAy Ay

D’autre part si P désigne la périmétre de A, celui de A, est P, = P/2". Si
z est un point quelconque de A,, on a alors comme on le voit sur la figure 4-13
[z - 29| <P/2" <§&. D00 d’aprés (7) et la propriété 5, page 93

L
_ B P P _ P
in f)dz| = f e I 02
L’égalité (5) devient alors
Fig. 4-13
P2
’i feyde| = ane - P2

La quantité € pouvant 8&tre choisie arbitrairement petite on en déduit le résultat demandé :

if(z)dz = 0

1 4. Démontrer le théoreme de Cauchy-Goursat pour tout con-
tour polygonal fermé.
En construisant les droites BF, CF et DF on partage le polygone
en triangles. Alors par le théoréme de Cauchy pour les triangles [pro-

bléme 13] et le fait que les intégrales le long de BF et FB, CF et
FC, DF et FD sannulent, on obtient le résuitat demandé :

f(z) dz f fe)dz + f #(2) de

ABCDEFA ABFA BCFB

+ f feydzs + f 1) dz

CDFC DEFD
= 0 Fig. 4-14
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oll ’on suppose que f(z) est analytique dans et sur le polygone.

On remarquera que nous avons démontré le résultat pour des polygones simples dont les cotés ne se cou-
pent pas. Une démonstration peut aussi étre donnée pour des polygones dont les cdtés se coupent (voir pro-
bléme 66).

Démontrer le théoreme de Cauchy-Goursat pour toute
courbe fermée simple.

Supposons que C est située a I'intérieur d’un ouvert connexe
® dans lequel f(z) est analytique.

Choisissons n points de subdivision z, ,z,,...,z, sur la

courbe C [Fig. 4-15] et posons pour simplifier les notations
zy = z,,. Contruisons le polygone P obtenu en joignant cespoints.

On définit alors la somme

S, = 3 fla) An
k=1

olt Az, = 2z, — 2k—,. Par définition

Fig. 4-15

limS, = § f(z) dz
(o}

{ol Ia limite du premier membre est 4 prendre pour n —> o de telle fagon que le plus grand des |Azx|— 0],
on en déduit que pour tout € > 0 on peut trouver N tel que si n > N

f}f(z)dz - S,

Considérons maintenant 1’intégrale prise le long du polygone P. Elle est nulle d’aprés le probleme 14, nous

avons donc
2y A2y Zn
f (2) de +J f@)de + - +f £(2) d
2 2

§Pf(z)dz = 0

€

< 2 (1)

Rp—1
zl o o zn
= f @i e d + o b T = e+ fe) 2
2y Zp—
2z R !
= [ v@-tema + v [T Go e + oS,
%o Zp—1
si bien que
2 Zn
Soo= f e —renas o+ [T e - e e @)
0 Zp—1
Choisissons N suffisamment grand pour que sur les segments de droites joignant z, et zy, z, et z,,...,2,_,
et z,, ,
" e = F@ ] < gp. 1) = f@] < gp s ) — ) <o (3)

ol L désigne la longueur de C. Alors de (2) et (3) nous tirons

sd o= e - e | J 7 e = e da| + ek U (e — 2)) dz
ou € . . €
1S, = —Z—E{IZ1_ZO1 + lze—zyp o 2oy = Y (4)
De

d = dz — Sn + Sn
§ s £ f(2) d
on déduit a ’aide de (1) et (4)
= ]§ flz)dz — S,
c

§ f(z) dz
c

Comme € est arbitraire il en résulte que § flz)dz = 0 qui est le résultat demandé.
c

+ 1S, < +

= €

LTS
2 2
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16. Démontrer le théoréme de Cauchy-Goursat pour des ouverts multiplement connexes.

Nous donnons ici une démonstration relative a 'ouvert D
multiplement connexe & limité par les courbes fermées
simples C; et C, représentées a la figure 4-16. On peut
aisément étendre cette démonstration a d’autres ouverts
multiplement connexes (voir Probléme 67).

Construisons la coupure AH., L’ouvert connexe limité
par ABDEFGAHJIHA est simplement connexe si bien que
d’aprés le probléeme 15

fladz = 0
ABDEFGAHJIHA Fig. 4-16
Dod f f(z)dz+ff dz+ff dz+ffz)dz = 0
ABDEFGA HJTH
D’aprés f f(zydz = —f f(z) dz, ceci devient
AH HA
flz)dz + ff(z)dz = 0
ABDEFGA HJIIH

Ce qui revient a dire que

§Cf(z>dz =0

ol C est la frontiére totale de & (formée par la réunion de ABDEFGA et HJIH) décrite de telle fagon qu’un
observateur se déplagant sur elle ait & & sa gauche.

CONSEQUENCES DU THEOREME DE CAUCHY

17. Si f(z) est analytique dans un ouvert simplement connexe (R, montrer que f f(2) dz est in-
dépendant du chemin de R qui joint deux points quelconques a et b de R.

D’apres le théoréme de Cauchy

Y

ff(z)dz = 0

ADBEA
ou f ) dz + f f@de = 0
ADB BEA
D’ou A
a
fde = - (fd = | fo)de
J Jroe =

qui établit le résultat demandé.
Fig. 4-17

18. Soit f(z) une fonction analytique dans un ouvert simplement connexe (R et soient a et z des

points de (R. Démontrer que (a) F(z) = f f(w)du est analytique dans Ret que (b)
F'(z) = f(2).

Nous avons
_ 2+ Az z
F(z+Az)z F&) _ ¢ = le{ J; flw) du — J; flw) du} — f(z)
_ 1 2+ Az
= %) V-l (1)



19.

20.
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D’aprés le théoréme de Cauchy, la derniére intégrale ne Y
dépend pas du chemin joignant z & z + Az pourvu que
I’on reste dans & . En particulier nous pouvons choisir
comme chemin, le segment de droite d’extrémités z et
z + Az (voir Fig. 4-18). (Az) étant choisi suffisamment
petit pour que le segment considéré appartienne a & .

La fonction f(z) étant continue nous avons pour tout
point u de ce segment de droite | f(u) —f(z)| <e€, pour-
vu que |u—z| <& ce qui est certainement réalisé si

[Az] <6, ot

De plus, nous avons

Fig. 4-18

z+ Az
f [F(w) — f(2)] du ’ < elAz| (2)

si bien que de (1)
[ 2+ Az
: Flesad oFQ) gy | = jlz_}J [fw) — f@) du | < e

pour |Az | <§. Ceci revient a dire que hm Flz+a2) — F(z)

\ > = f(z), ie. F(z) est analytique de F'(z)=7(z).

Une fonction F (z) telle que F'(2) = f(2) est appelée une intégrale indéfinie de f(z) et est notée
f f(2) dz. Montrer que (a) f sinzdz = —cosz+e¢, (b) f %Z— =Log 2z +c

d , . . !
(a) De E(—COSZT c) = sinz, on tire ’ sinzdz = —cosz + c.

d 1 dz -
b D —_ - = 1 z7 =
(6) De = (Logz+c) > on tire f . —Llog:z + c.

Soit f(2) une fonction analytique dans un ouvert
connexe (R limité par deux courbes fermées simples
C, et C, (ombré dans la Fig. 4-19), et aussi sur

C, et C,. Démontrer que f‘ f(z)dz—jg f(z)dz

Cj
ol Cl et C, sont décrites dans le sens poémf rela-
tif a leur intérieur [le sens contraire des aiguilles d’une
montre dans la Fig. 4-19]

Effectuons la coupure DE, La fonction f(z) étant analytique
dans & , nous avons d’apres le théoréeme de Cauchy

Fig. 4-19
fde = o
DEFGE‘DHJKLD
ou ff(z)dz + ffz)dz + ff(z)dz + f feyde = 0
EFGE DHJKLD
On déduit de j f@)de = — f f(2) d
DE ED
i ds = — i = d de = d
[ s frea = f f@d i 7(z) da i 7(e) dz
DHJKLD EFGE EGFE
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21. Evaluer dz_ on ¢ désigne une courbe fermée simple et z = a est (@) a 'extérieur de C,

c Z—0

(b) a Vintérieur de C. c

(a) Sia est a Iextérieur de C, alors f(z) = 1/(z — a) est analytique 2
Pintérieur de C et sur C. Alors d’aprés le théoréme de Cauchy
dz
z2—a

= 0.
c
(b) Supposons ¢ intérieur 4 C et soit I' un cercle de rayon €, centré
en z = g, tel que I" soit & Iintérieur de C [ceci peut étre réalisé
car z = ¢ est un point intérieur].

D’aprés les résultats du probléme 20

e _ § dz (1) Fig. 4-20
Cz—a rz_a

D’autre part sur ', |z—a] = ¢ ouz—a =¥, ie z=a+e® 0=¢<27. DU tenant compte de
dz = ie0'°df, le deuxidme membre de (/) devient

2 . ig o7
f €A~ i Tde = 2n
9=0 €€ 0
qui est le résultat cherché.
dz < S gse s L
22. Evaluer f(_z_a)"’ n =2,3,4,... ouz =a est a l'intérieur de la courbe fermée simple C.
- (z —
s dz _ dz
Comme dans le probléeme 21, im = j}: G—a)p
2T . i . 2m
e €9 dg k) i
= L €n gind = e"_l_j(; et ")wdﬂ
i e(1—ndig|em 1 )
- = — 1 [e2—mimi— =
e~ 1 (1 —mn)i 0 (1—mn) e""l[e mm—1] 0

23.

oun# 1

Si C est I'arc de courbe d’équation y = x* —3x? + 4x — 1 joignant les points (1,1) et (2, 3),
trouver la valeur de
f (1222 — 4iz) dz
C

Méthode 1. D’aprés le probléme 17, intégrale est indépendante du chemin joignant (1,1) et (2, 3). N’importe
quel chemin peut donc &tre choisi. En particulier choisissons un contour formé de segments de droite de (1,1)
a (2,1) puis de (2,1) 4 (2,3).

Cas I. Le long du segment d’extrémité (1,1) et (2,1), y =1, dy =0 si bienque z=x + iy = x + i, dz =dx.
Et la valeur de l'intégrale est

2 2
f {12( + 92 ~ dife+ D)} de = {d(x+i)3 — 2i(x+1)2}]' = 20 + 30i
=1 11

Cas 2. Le long du chemin de (2,1).2 (2,3), x=2,dx =0sibienque z=x+iy =2+ iy, dz = idy. Lin-
tégrale a donc pour valeur.

3
f {122+ 1Y) — 4i2+iy)idy = {42+ iy)3 — 202+ 1y)2} = -—176 + 8
y=1

3
1
Par addition, la valeur cherchée est donc = (20 + 30{) + (- 176 + &) = — 156 + 38i.

Méthode 2. L’intégrale donnée a pour valeur

2+3i

2+3i
f (1222 — diz)dz = (423 — 2iz?) = —156 + 38i
1+14

1+

Il est clair que cette deuxi®me méthode est plus simple.
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INTEGRALES DE FONCTIONS PARTICULIERES

24. Calculer (a) f sin 3z cos 3z dz, (b) fcotg(ZZ + 5) dz.

(a) Méthode 1. Posons sin8z = u, ,dott du = 3cosBzdz ou cos3zdz = du/3. Alors

- I U PP 7
fsm3zcos3zdz = J U = 3. udy = 39 + ¢
1 1 .
= = y2 = = 2 £+
g ¥ + e g sin 3z + ¢
Méthode 2.
J sin3z cos3z dz = 51)—) f sin 3z d(sin82) = ésin2 3z + ¢
Méthode 3. Posons cos3z=u. On a donc du = —8sin8zdz ou sin3zdz = —du/3. Alors
T 3 3zdz = -1 ‘udu = —1u2+c = 1 23
sin 3z cos = 3 = g = g cos? 3z + ¢

On remarquera que les résultats obtenus par les méthodes 1 et 3 différent d’une constante.

(b) Méthode 1.

_ “cos (22 4 5)
fcotg Rz+5)dz = j Sin (22 ¥5) dz
On pose u = sin(2z 4+ 5). On a donc du = 2cos(2z+5)dz €t cos(22+5) dz = du/2. Dol
cos(2z+5)dz _ 1 du 1 _l .
f sin(22+5) = 2 n glogutec = 2Logsm 2at9) + o
Méthode 2.
; _ cos (2z + 5) _ 1 d{sin {2z = 5)}
j cotg(2e+5) de = f sm2e=5) ¥ T 2) ST
= —%Logsin(2z+5) + ¢

25. (a) Démontrer que f F(z)G'(2)dz = F(2)G(2) — f F’(z) G(z) dz.
1
(b) Calculer f ze¥dz et j‘ ze*dz.
0
27
(¢) Calculer f z?sindz dz et f 2% sin 4z dz.
0

(d) Evaluer f (z + 2)e*dz C étant l’arc de parabole w2y = x? d’extrémités (0,0) et (7,1).
[

(@) On a
d{F(z)G(z)} = Fl()G @) dz + F'(z)G(2)dz
En intégrant les deux membres de cette égalité, il vient
J‘ d{F(z)G(z)} = F{rGkr = f F(z) G'(z)dz + } F'(z) G(z) dz
D’ou
f Flo)@@)d: = F{R Gr -— f F'(z) G(z) dz

Cette méthode est souvent appelée intégration par parties.

2z

(b) Soit F(z) =1z, G'(2) = e%%2 Onaalors FFz)=1et G(2) = % e*“? en omettant la constante d’intégration.

D’oll en utilisant (a),

J ze2? dz

f F(iz)G'(z)dz = F()G) — jﬁ F'(z) G(z) dz

(2} (%e®) — j 1« te22dz = Jze?* — le* + ¢
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1 1
et 'on a donc f ze2xdz = (Jze2s — %ezf: + ¢
0

(¢) On intégre par parties en choisissant F(z) = 22, G'(z) = sin4z et on obtient

= Je2 ~1e2+ 1 = 1l(e2+1)

[ 2entza: = @-Leosto) - | a1 cosanaz

1 1
— I 2 el
= i cos 4z + B fzcos4z dz

On intégre par parties la derniére intégrale en choisissant cette fois F(z) = 2z et G'(z) = cosdz,

j zcosdzdz = (2)(4sindz) — f (1) sindz)dz = lesindz + L cosdz
D’ou f ?2sindzdz = —1z2cosdz + fezsindz + sz cosdz + ¢
21
et J 22sindz dz = —72+%——% = g2
0

La double intégration par parties peut étre représentée de fagcon plus suggestive par ’écriture

f 2sindzdz = (2B)(—1 cosde) — (22)(—% sindz) + (2)(g; cosdz) + ¢
) —1#2cos 4z + }esindz + L cosdz

ol les premiéres parenthéses de chaque terme [aprés le premier] sont obtenues par dérivations succes-
sives de z2, les deuxiémes parenthéses provenant d’intégrations successives de sin 4z avec alternance de
signe.

(d) Les points (0,0) et (7, 1) correspondent 2 z = 0 et a z =7 + {. La fonction (z + 2) e'? étant analy-
tique nous savons d’aprés le probléme 17 que son intégrale ne dépend pas du chemin suivi et est égale a

1+ iz
£ (z +2) e dz {(z+2)<e7> - (1)(—61'2)}

TR
er 1> + oeilmEi 2 _ 1
1

Tt

Il

0

il

(7,-+i+2)<

1
= 271 — 14+ 92+ e~ 1+ 2e71)

26. Montrer que dz = l arctg g + clz_]z..l: LOg<E;‘a/—2> + s,

22 + a? a 2 z -+ al

Posons z = atgu. On a alors

dz _ f adu _1 f d _ 1 z
z + a? a?costu(l+1g2u) o T gacte g T 4

On a également 1 = 1 _ = L 1 1 -

22+ a? (z — ai)(z + ai) 2ai\z—ai z+ai
¢ d f dz _ 1 dz 1 f dz
et donc 2ra2 ~ 2 z—ai 2aiJ zta

= L logz—al)— sLogh+a)+ ¢ =—=i-Log(278) o

2ai 2ai 98 2 2ai z+ai 2

PROBLEMES DIVERS

27. Démontrer le théoréme de Morera [page 95] en faisant ’hypothese que f(2) a une dérivée
continue dans R.

Si f(z) possede une dérivée continue dans (R, nous pouvons alors appliquer la formule de Green et nous

obtenons
§f(z)dz §udw—vdy+i§vdx+udy
C C (o4

v u X @i_?l’
f. <’55"a‘y‘>d”y“ff<ax w)dxdy
R R

I

Il
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29.

30.
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Donc si § f(z)dz = 0 sur tout contour fermé C de R, on doit avoir
c

ﬁudm—vdy = 0, (fvdac-i—udy = 0
Je
le long de tout contour fermé C de R. Alors d’aprés le probléme 8, les équations de Cauchy-Riemann
oo o o
dx ay’ ax 3y

sont satisfaites et donc [car les dérivées partielles sont continues] on peut en déduire [probleme 5, Chapitre 3]
que u + iv = f(z) est analytique.

Un champ de: forces est défini par F = 3z + 5. Trouver le travail effectué par un point se
déplacant dans ce champ le long de la parabolez= t?> + it de z =0 a z = 4 + 2i.

LFodz = Refcﬁdz = Re{L(Sé-’rS)dzL

|
J

Travail total effectué

1

Re{3£ Zdz + Sf dz} = Re{3(10—%i) + 54 +2)} = 50
c

en utilisant le résultat du probléme 2.

Calculer (a) f e sinbx dx, (b) f €% cos b dux.

En omettant la constante d’intégration, nous avons

(a+ib)x
(a+ib)z - &7
f ¢ d a+ib
qui peut &tre écrit sous la forme
f ear(cos bx + isinbx)de = e(cosbr + isinbx) _ e¥(cos bx + 7 sin bx)(a —ib)
a + ib - a? - b2

En égalant les parties réelles et imaginaires on obtient alors,

_ e%*(q cos bx + b sin bx)

f €T cos b da = P
. _  e%%(q sin bx — b cos bx)

f e® ginbx dx = prans

Donner un exemple d’une courbe fermée, continue, sans point double, appartenant a un ouvert
connexe borné (R mais ayant une longueur infinie.

Considérons le triangle équilatéral ABC [Fig. 4-21] dont les cdtés ont une longueur unité. En partageant
chaque cdté en trois parties égales construisons les triangles équilatéraux DEF, GHJ et KLM. Alors si l'on
omet les cotés DF, GJ et KM, on obtient la courbe fermée sans point double ADEFBGHJCKLMA de la fi-
gure 4-22.

Fig. 4-21
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On peut continuer de la méme fagon en partageant les cotés
DE, EF, FB, BG, GH, etc., en trois parties égales et en cons-
truisant des triangles équilatéraux sur les segments obtenus
comme précédemment. En répétant indéfiniment cette construc-
tion [voir figure 4.23] on obtient une courbe fermée sans point
double qui est la frontiére d’un domaine d’aire finie égale a

V3 + (3)(4)2 \f’ + (9)(%)2\5 + (27)(—%)2@ 4o

V3 V3 1 3V3
= — 1 1 N - Xz — -
pdtstst ) 11-13 ~ 78
soit 1,5 fois I’aire de ABC, et qui a une longueur infinie (voir
probléme 91).

Fig.4-23

31. Soit F(x, y) et G(x,») deux fonctions continues, possédant des dérivées partielles premiéres
et secondes continues dans un ouvert simplement connexe (R dont la frontiére est une courbe
fermée simple C. Démontrer que

6G _ —ff <62G @G\ | /oF G | 9F oG
§F<ay v dy> B [ i ar) T <6x 5x T oy ay>Jd *dy

On pose P = F%, Q = —F%q dans la formule de Green

féde+Qdy ff< _vy/ dx dy

On obtient alors le résultat demandé
9 G o [ oG
A L

§F< — ﬁ;dy>
26 G aF 0G  oF aG
{I[F<W+3y_‘z> * <6x T oy 6y>:|d dy

Problemes supplémentaires

INTEGRALES CURVILIGNES

(2,5)
32. Calculer f (Bx+y)dx + (2y —x)dy le long (a) de la courbe y = x2 4+ 1, (b) du segment de droite joi-
0,1

gnant (0, 1) a (2, 5), (¢) du contour polygonal formé par les segments de droite joignant (0, 1) a4 (0, 5) et
(0, 5) a4 (2,5), (d) du contour polygonal formé par les segments de droite joignant (0, 1) et (2,1) et (2,1) &
(2, 5).

Rép. : (a) 88/3, (D) 32, (c) 40, (d) 24

33. (a) Calculer § (¢ +2y)dx + (y — 2x) dy le long de lellipse C définie par x =4 cosf, y =3 sin §, 0 <0 <27
c

C étant parcourue dans le sens rétrograde. Rép. : (a) — 487, (b) 487

34. Calculer f (2 —1{y?)dz le long (a¢) de la parabole y = 2x? de (1, 1) a (2, 8), (b) des segments de droite
(o
joignant (1, 1) a (1, 8) et (1, 8) a (2, 8), (¢) du segment de droite joignant (1, 1) a (2, 8).
Rép. : (a) 3t — %4, (b) 32~ 574, (o) HB - 8i

35. Calculer § |z'2dz le long du carré de sommets (0, 0), (1,0), (1, 1), (0,1). Rép. : —1 + i,
c
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36. Calculer f (:2+32)dz Je long () du cercle [z| = 2 de (2,0) a (0, 2) dans le sens direct, (b) du segment
C
de droite joignant (2,0) & (0, 2), (¢) du contour polygonal formé par les segments de droite joignant (2, 0) a
44

(2,2) et (2,2) a4 (0,2). Reép. : -5 —%z dans tous les cas.

37. Sif(z) et g(z) sont intégrables montrer que

@ f "ty az = - J eras
(b) f {2f(z) — 3ig(e))dz = f f(z)dz — 31f g(z) dz.

2—i
38. Calculer f (8zy + iy?) dz (a) le long de la droite joignant z = i et z = 2 — i, (b) le long de la courbe
i
¢=2-2 y=1+t—¢2 Rép. (a) —3+4i, (b) =5+
39. Evaluer § 22dz  sur les cercles (@) |z =1, (b) |z—1] = L. Rép. (a) 0, (b) 4xi
c

40, Evaluer § (52— 23+ 2)dz le long (a) du cercle |z| = 1, (b) du carré de sommets (0, 0), (1, 0), (1, 1) et
c
(1, 0), (c) de la courbe formée des arcs de parabole y = x% de (0,0) & (1, 1) et y2=x de (1, 1) & (0, 0).
Rép. : 0 dans tous les cas.
41. Evaluer f (z2+1)2dz le long de 'arc de cycloide » = a(¢ —sind), ¥y = a(l —cosg) du point pour lequel
c

6 = 0 au point pour lequel § = 27, Rép. : (9675 a5 + 80733 + 307a)/15.

42. Evaluer f 22dz + 22dz le long de la courbe C définie par 22 + 22z + 22 = (2 —2i)z + (2+20)z du point
c
z=1 au point z = 2 + 2i. Rép. : 248/5.

43. Evaluer § d22 le long de (a) du cercle |z — 2| = 4, (b) du cercle |z = 1| = 5, (¢) du carré de sommets
c

2+2i, —2%2i Rép. : 2mi dans tous les cas.

44. Evaluer § (x2+ 1y?) ds le long du cercle |z} = 2 ol ds désigne ’élément d’arc. Rép. : 2n (1 + i)
c

FORMULE DE GREEN

45, Vérifier la formule de Green pour l'intégrale § (22— 2xy)dx + (y2— 28%y)dy ol C est un carré de sommets
c
(0,0), (2,0), (2,2), (0,2). Rép. : Valeur commune = — 8.

46. Evaluer § (5 + 6y — 3)de + (3¢ — 4y +2) dy le long d’un triangle du plan des xy, de sommets (0, 0), (4, 0)
c
et (4,3). Rép. : —18.

Y

47. C étant une courbe fermée simple limitant un domaine d’aire 4,
montrer que

A = 1 § xdy — ydx x
2 Je
48. A P’aide du probléme 47, trouver l'aire limitée par l’ellipse
x=acosd, y=>bsing, 0=¢<2r. Rép. wab

49. Déterminer ’aire limitée par I’hypocycloide %23+ yz/3 = a2 om-
brée dans la figure 4.24. [On pourra utiliser les équations paramé- Fig. 4-24
triques « = acos®6, y = asind4, 0 =6 < 27.] Rép. 37a?/8
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50. Vérifier la formule de Green pour § w2y de + (y3—ay?)dy , ol C désigne P'un des deux cercles
c

x2+y2 = 4, x2+y2 = 16. Rép. . Valeur commune = 1207,

51. (a) Démontrer que § (y? cosx — 2e¥)dx + (2y sinz — 2ze¥)dy = 0 le long de toute courbe fermée simple C.
c

a . 2
(b) Evaluer I'intégrale de (a¢) le long de la parabole y = x% de (0, 0) a (m, 7). Rép. (b) —2me™ .

3,2)

52. (a) Montrer que f (2ocy3 — 2y2 — 6y) dx + (3x2y2 — 4wy — 6x) dy est indépendante du chemin joignant les
2,1

points (2, 1) et (3, 2). (b) Evaluer lintégrale de (a). Rép. : (b) 24.

FORME COMPLEXE DE LA FORMULE DE GREEN

53. Si C est une courbe fermée simple délimitant un domaine d’aire 4, montrer que A = 2l§ zdz.
tJe

54. Evaluer §% z2dz le long (a) du cercle |z — 2] = 3, (b) du carré de sommets z =0, z =2, z = 2i et

z =12+ 2i, {(c) de l'ellipse |z—3| + |z + 3] = 10. Rép. (a) 18xi, (b) 8i, (¢) 40xi
55. Evaluer § (82+3z)dz le long de I'hypocycloide x*/® + »?/3 = 423, Rép. : 6mid®.
c

56. On considére les fonctions P(z,Z) et Q(z, Z) continues et a dérivées partielles continues dans un ouvert con-
nexe ®& et sur sa frontiére C. Démontrer que

§CP<2:5)dz + Qe ad = 2iff<%_%_z>dA
R

57. Montrer que ’aire considérée au probléme 53 peut étre écrite sous la forme A =

[=

.§2dz—zdé.
T Jc

58. Montrer que le centre de gravité du domaine considéré au probléme 53 est donné en coordonnées conjuguées

par (2,%) ou
A 1 - A 1 _
z = ——— 22 dz = = 2d
4A¢§g o F 4Ai§cz z

59. Déterminer le centre de gravité du domaine limité supérieurement par |z| = ¢ > 0 et inférieurement par Im z = (
Rép. : Z = 2ai/, % = —2ailx

THEOREME DE CAUCHY ET THEOREME DE CAUCHY-GOURSAT

'S

60. Vérifier le théoréme de Cauchy pour les fonctions (a) 3z22+1iz—4, (b) 5sin2z, (¢) 3 ch(z+2) si C dé-
signe le carré dont les sommets sont 1 £ ¢, —1 % i

61. Vérifier le théoréme de Cauchy pour la fonction z3 — iz? — 5z + 2i si C est (a) le cercle |z| = 1, (b) le cercle
|z =1} = 2, (¢) lellipse |z — 3il + |z + 3i] = 20.

dz
z2—3

62. C étant le cercle |z — 2| = 5 a-t-on §
réme de Cauchy ? c

= 0 ?(b)Laréponse & (a) est-elle en contradiction avec le théo-

63. Expliquer clairement la relation existant entre les deux résultats suivants

§ (x2 —y2 + 2y)do + (2 — 2xy)dy = O et § (22 — 2i2)dz = 0

. C o
ou C désigne une courbe fermée simple quelconque.

64. En évaluant § e*dz sur le cercle |z| = 1, montrer que

¢ 2w 2T

f ecos® cog (6 + sing)ds = f ecos@ gin (6 + sing)dg = 0
0 0

65. Enoncer et démontrer le théoréme de Cauchy pour des ouverts multiplement connexes.
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66. Démontrer le théoréme de Cauchy-Goursat pour un polygone tel que ABCDEFGA représenté a la figure 4.25
dont certains cdtés peuvent se couper.

67. Démontrer le théoréme de Cauchy-Goursat pour un ouvert multiplement connexe & ombré dans la figure 4.26.

Fig. 4-25 Fig. 4-26

68. (z) Démontrer le théoréme de Cauchy-Goursat pour un rectangle, (b) montrer comment le résultat de (z) peut
étre utilisé dans la démonstration du théoréme dans le cas d’une courbe fermée simple quelconque C.

69. Soit P et Q des fonctions continues et i dérivées partielles premiéres continues dans un ouvert connexe & .
On considére une courbe fermée simple quelconque C de & , et ’on suppose que pour toute courbe C

§Pda:+Qdy = ¢
c

(a) Montrer qu’il existe une fonction analytique f(z) telle que Re{f(z)dz} = Pdx + Q dy soit une différen-
tielle exacte.

(b) Déterminer p et ¢ en fonction de P et Q de facon que Im{f(z)dz} = pdx + g dy et vérifier que
§pdm + gdy = 0.

¢
(¢) Quel rapport il y a-t-il entre (a) et (b) et le théoreme de Cauchy ?

70. Illustrer les résultats du probléme 69 en prenant P = 2w +y—2xy, @ = x—2y—x2+y2 et en calculant
p, q et f(z). Rép. : Une solution possible est » = 22—y2+2y—2a, ¢ = 2x+y— 20y, flz) = 2+ (2— 1)z

71. Soit P et Q des fonctions continues et i dérivées partielles premiéres continues dans un ouvert connexe & .
On suppose que pour toute courbe fermée simple C de ® § Pde + Qdy = 0. (a) Démontrer que
c

§ Qdx —Pdy = 0. (b) Quel rapport existe-t-il entre (a) et le théoreme de Cauchy.
C

CONSEQUENCES DU THEOREME DE CAUCHY

4—3i
72. Montrer directement que f (622 + 8iz) dz a la méme valeur le long des contours C suivants joignant les
3+4i

points 3 + 4i et 3 — 4:{ : (a) un segment de droite, (b) la réunion de deux segments de droite de 3 + 4
a4+4ietde 4+ 4ra4—3i (c)le cercle |z] = 5. Quelle est cette valeur commune ? Rép. : 238 — 2661,

73. Montrer que f e—2¢dz est indépendante du chemin C joignant les points 1 — 7i et 2 + 37 et calculer
c

sa valeur. Rép. : de X1 —e¢7?)

4
74. On considére lintégrale G(z) = f cos 8¢t dt.  {(a) Démontrer que G (z) est indépendante du chemin joi-

~ i

gnant ™ — @i a un point arbitraire z. (») Calculer G (7i). (¢) Montrer que G'(z) = cos 3z. Rép. : (b) 0.

75. On considére lintégrale G(z) = f sint2 d¢.  (a) Montrer que G (z) est une fonction analytique de z.
141

(b) Démontrer que G'(z) = sin z2.

76. Enoncer et démontrer un théoréme cérrespondant (a) au probléme 17, (b) au probléme 18, (¢) au probléme

20, pour lintégrale curviligne réelle f Pdx + Qdy.
c
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77. Démontrer le théoréme 5 page 57 pour l'ouvert connexe de la figure 4.26.

78. (a) Si C désigne le cercle |z| = R, montrer que

lim§ 22+22—5 —
RmwJe (224 4)(22+ 22+ 2)

(b) Utiliser le résultat de (a) pour démontrer que si C; est le cercle |z — 2| = 5, alors

224 22—5
dz = 0
§c, Zr @+t

(¢) Le résultat de (b) est-il vrai sile cercle C, a pour équation |z + 1| = 2? Expliquer.

INTEGRALES DE FONCTIONS PARTICULIERES

79. Calculer chacune des intégrales suivantes :

(@) fe 2 dz,  (b) fzsinzz dz,  (¢) f%%dz, () fsimzz cos 2z dz

Rép. (a) e"2 + ¢ (c)lljog'(z3 +32+2)+¢

—1
2 3 2 3 3
(e) fz th(4z°)dz (b) —§ cos2? + ¢ (@) 5 sind 2z + ¢ (e) 4 Logch(4z%) + ¢

80. Calculer chacune des intégrales suivantes :

(a)J 2 cos2zdz, (b ’zQe—zdz, © |zLogzdz, (d) fzs sh z dz.

Rép. (a) $2sin2z + L cos2z + ¢ () d2%Logz—-1 + ¢
(b)y —e— z(z2+2z+2) + ¢ (d) (#3+62) ch z — 3(22+2) sh z + ¢

81. Calculer chacune des intégrales suivantes :

e

27 il Al
(a) f e32dz, (b) j sh 5zdz, (¢ J z cos 2z dz.
i 0 0

Rép. (a) 2/3, (b) =2/5, () L ch 2 — § sh 2 + Lxi sh 2

/2 w2
82. Montrer que J sin2zdz = f cos2z dz = =/4.
0 0

Tode —
83. Montrer que J G = -—1 (z+a> + oo

84. Montrer que si ’on ne considére qu’une seule branche de la racine carrée :

fzv2z-i—5 dz = %(2z+5)5/2 - %(2z+5)3/2 + ¢

85. Calculer f A/1 + Vz+1de, Sous quelles conditions le résultat est-il valable ?
Rép. 41+ Vz+1)2 —4(1+Vz+1)32 + ¢

PROBLEMES DIVERS
86. En utilisant la définition de l'intégrale montrer que le long d’un chemin arbitraire joignant « et b,

b b
(a) f dz = b—a, (b) f zdz = (b2 —a?).

87. Démontrer le théoréme de la page 93 concernant le changement de variables. [On pourra exprimer chaque
membre de D’égalité sous forme de deux intégrales curvilignes réelles et utiliser les équations de Cauchy-Riemann]
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88. Soit u(x,y) une fonction harmonique possédant des dérivées partielles continues au moins jusqu’a Pordre
deux, dans un ouvert connexe & .

(a) Montrer que

est indépendant du chemin de ® joignant (¢, b) a (x, y).
(b) Démontrer que u + iv est une fonction analytique de z = x + iy dans® .
(¢) Démontrer que v est harmonique dans ® .

89. Résoudre le probléme 88 pour les cas particuliers (a) u = 8aly -+ 2u2 — y3 — 22, (b) u = xe® cosy — ye* siny.
[Voir probleme 53 (a) et (¢) page 86).

90. En utilisant la définition de l’intégrale vérifier directement que

(a) §dz = 0, (b) fzdz = 0, (e) § (z—2z9)dz = 0
o o c

ol C est une courbe fermée simple et z, une constante quelconque.

91. Déterminer la longueur de la courbe fermée du probléme 30 obtenue aprés n opérations et vérifier que cette
longueur devient infinie quand n — o,

le long de x + ¥y = 1 dans le sens des x croissants. Rép. : 7/2

dz
92. Calculer J; gy

93. Montrer que f re T sinwdr = 1,
0

-2+ 2V3i
94, Calculer f z1/2dz sur un chemin d’intégration rectiligne en choisissant la branche de 212 telle
—-2—2V3i

que 242 =1pourz =1 Rép. : 32/3

95. Le théoréme de Cauchy est-il valable pour la fonction f(z) = 22 sur le cercle |z = 17 Expliquer.
96. Le théoréme de Cauchy est-il valable pour une courbe

telle que EFGHFJE représentée a la figure 4,27, pré-

sentant un point double ? Justifier votre réponse. Y E

97. (C désignant une courbe fermée simple on appelle n le
vecteur unitaire de la normale orientée vers l’intérieur H F
de C. On appelle s l'abscisse curviligne sur C et si U

.. . oU
désigne une fonction de classe C; on pose e grad U, n. 7
h
Montrer que G x
U aUdr iU dy
on 9z ds oy ds
Fig. 4-27
98. Démontrer la premiére identité de Green
s [oU aV | U aV _ § 14
foV-dedy +ff&wﬁ+ @@ dedy = Cbmds
R R
; 2
ol & est IPouvert connexe limité par la courbe fermée simple C, V2 = aa; + W " et s ayant le méme

sens qu’au probleme 97.

99, Utiliser le probléme 98 pour démontrer la deuxiéme identité de Green

2 - V. _ yiU
ff(UVZV—szudA = §C<Uan Van>ds
R

ol d4 est ’élément d’aire dew .
100. Ecrire le résultat du probléme 31 & l'aide de l'opérateur V.
dz -
101. Evaluer § m le long du cercle [z| = 1 en prenant z = 1 pour origine et en supposant la fonction
K4 z .
Je
4 intégrer positive pour cette valeur.

27 2T
102. Si n est un entier positif montrer que j esinné cos (§ — cosne) do = J esinnd gin (§ — cosne)de = 0
0 0



CHAPITRE 5

Formules intégrales de Cauchy

FORMULES INTEGRALES DE CAUCHY

Soit f(z) une fonction analytique a lintérieur d’une courbe fermée simple C et sur C, soita
un point intérieur a C [Fig. 5.1], alors

fla) = o C(z_

\

L £ 1@ g4, (2)
a

ou le contour C est décrit dans le sens direct.
De méme la n-iéme dérivée de f(z) en z = a est donnée par

™ @ = ;—T‘l‘i%dz n = 1,238,... 2

Le résultat (1) peut étre considéré comme un cas particulier
de (2) si 'on pose 0! = 1.

Les résultats (1) et (2) sont appelés formules intégrales
de Cauchy et sont trés remarquables car ils montrent que si
une fonction f(z) est connue sur la courbe fermée simple C,
alors ses valeurs et les valeurs de toutes ses dérivées peuvent
étre calculées en tout point situé a l’intérieur de C. Donc si
une fonction de la variable complexe admet une dérivée pre-
miere, i.e. est analytique, dans un ouvert simplement connexe
R, toutes ses dérivées d’ordre supérieur existent dans (R. Ceci z
n’est pas nécessairement vrai pour les fonctions de la variable
réelle.

Fig. 5-1
QUELQUES THEOREMES IMPORTANTS

La liste suivante contient quelques théoremes importants qui sont des conséquences des for-
mules intégrales de Cauchy. ‘

1. Théoréme de Morera (réciproque du théoreme de Cauchy).
Si f(z) est continue dans un ouvert simplement connexe (R et si § f()dz = 0 sur
(o

 toute courbe fermée simple de (R, alors f(z) est analytique dans R.

2. Inégalités de Cauchy.

Si f(2) est analytique a l’intérieur du cercle C et sur C, ou C désigne le cercle d’équa-
tion |z —al| =r, alors
M-n!
/,-n

lIA

‘f(n) (a)l

n=012... 3)

M désignant une constante telle que |f(z)| <M sur C, i.e. M est une borne supérieure de
|f(z) | sur C.
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3. Théoréme de Liouville,
Supposons que quel que soit z dans le plan complexe (i) f (z) est analytique, (ii) 1 (z)
est bornée, i.e. | f(2)] <M ou M désigne une constante. Alors f(z) est constante.
4. Théoréme fondamental de Palgébre.

Toute équation algébrique P(z) = ao+ a1z + a2+ +-+ +a2" = 0 de degré n > 1
et telle que @, #* 0, posséde au moins une racine.

De cela on déduit que P(2) = 0 posséde exactement n racines, chaque racine étant
comptée avec son ordre de multiplicité.
5. Théoréme de Gauss sur la valeur moyenne.

Si f(2) est analytique a l’intérieur du cercle C d’équation |z —a| =r et sur C, alors
f (a) est la moyenne des valeurs de f(z) sur C, i.e.
2

fla) = 21:  fla+re?)ds (4)

6. Théoréme du module maximum.
Si f(2) est analytique a l'intérieur d’une courbe fermée simple C, et sur C, si de plus
f(2) n’est pas constante alors le maximum de |f(2)] est atteint sur C.
7. Théoréme du module minimum. )
Si f(2) est une fonction analytique a 'intérieur d’une courbe fermée simple C, et sur
C, si de plus f(2) * 0 a lintérieur de C alors | f (2)| atteint son minimum sur C.
8. Théoréme de l'argument.

Soit f (z) une fonction analytique a l’intérieur d’une courbe formée simple C, et sur
C, a P’exception d’un nombre fini de podles intérieurs a C. On a alors

1 £/ -

ol N et P désignent respectivement le nombre de zéros et le nombre de podles de f (z)
intérieurs a C.

Pour une généralisation de ce théoréme voir le probléme 90.

9. Théoréme de Rouché.

Si f(2) et g (z) sont analytiques dans et sur une courbe fermée simple C, et si
lg(2) | <|f(2)] sur C, alors f(2) + g(z) et f(z) ont le méme nombre de zéros a l'inté-
rieur de C.

\lfg\\Formules intégrales de Poisson pour un cercle.

Soit f(2) une fonction analytique dans le cercle C et sur le cercle C d’équation
2| = QR. Alors si z = re’® désigne un point quelconque intérieur a C, nous avons

o — L (7 (R=1)f(Re?)
flre?) = 27 Jo R? — 2Rrcos(8—¢) + 1° d¢ (6)

Si u(r,0) et v(r, 6) désignent la partie réelle et la partie imaginaire de f (re®) cepen-
dant que u(R,¢) et v(R, ¢) sont la partie réelle et la partie imaginaire de f (Re™), alors

L (7 (RR—r)wuR,g)

u(r, ) 2r Jo R? — 2Rrcos(0—¢) + 17 aé (7)

o= LT (R u(R,¢) s
vnd) = 5 0 RZ—Zchos(f)—¢)%—rquS (8
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Ces résultats sont appelés formules de Poisson pour un cercle. Ils expriment les valeurs
d’une fonction harmonique dans un cercle, en fonction de ses valeurs sur le cercle.

11. Formules intégrales de Poisson pour un demi-plan.

Soit f (2) une fonction analytique dans la moitié superleurey 2 0 du plan de la variable
z et soit { = £+ in un point quelconque de cette région. On a alors

1 9
fw(r_é o (9)

La partie réelle et la partie imaginaire de f () ont respectivement pour valeurs

_ 1 quxO
ey s dx (10)
, _ 10" yo(z,0 11
e = 7 (x—l—é)%ndx 4

Ces formules sont appelées formules intégrales de Poisson pour un demi-plan. Elles
expriment les valeurs prises par une fonction harmonique dans le demi-plan supérieur, a
l'aide des valeurs prises par cette fonction sur I'axe des x [la frontiéere].

Problemes résolus

FORMULES INTEGRALES DE CAUCHY

1. Si f(2) est une fonction analytique a l’intérieur de la frontiere C d’un ouvert simplement con-
nexe R et sur C, démontrer la formule intégrale de Cauchy

1 fz) 4

fla) = P z—a

Méthode 1,

La fonction f(z)/(z —a) est analytique & l’intérieur de C
et sur C sauf au point z = ¢ (voir Fig. 5-2). D’aprés le théo-
réme 4 page 97 nous avons

§; J@_ 4 - @ 4, )

Z—Q r—a

ol l’on peut prendre pour contour I' un cercle de rayon € cen-
tré en a. L’équation de I' s’écrit donc |z —a| =€ ouz—-a=ee
avec 0 <0 < 27. De z =a + €e?? on tire dz = ieel?, et Pin-
tégrale du deuxieme membre de (I) devient

i

27 v ek
fz) dz = Tf(a, + eef) feeld de
r—a 0 eelf

2w
1 fla + ee'®) de :
fo Fig. 5-2
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On a donc d’aprés (1),

27
1@ g, - if f(a + eci®) do (2)
cR—Q 0 ,
En prenant la limite des deux membres de (2) et en utilisant la continuité de f(z), on obtient
' 2
Mdz = lim< fla + et®) de
c #—a €=0 0
2T bAud )
= if lim fla + eei®)de = 4 fla)yds = 2xif(a) 3)
o ¢€=0 0 !

on a donc le résultat demandé

fa) = 5 ¢ L2

ci—a

Mérhode 2. Le deuxiéme membre de 1’équation (I) de la premiére méthode peut étre écrit sous la forme
suivante ()

AN - f® a)
z—a® § e—a T r2—a

= ﬁwth + 271 f(a)

en utilisant le probléme 21, Chapitre 4, On obtiendra le résultat cherché en montrant que

T i—a
Mais d’aprés le probléme 21, Chapitre 3,

f(2) = f(a) = : -
T i—a dz = if(a)dz%—indz = ﬁndz

Alors en choisissant I' suffisamment petit pour que |7 | <§/27, sur I', on trouve

ﬁﬂdzl! < <2£ﬂ_‘>(27re) = e

On a donc § ndz = 0 ce qui achéve la démonstration.
r

. Si f(2) est analytique a l'intérieur d’un ouvert simplement connexe (R et sur sa frontiere C,
démontrer que

, _ _f(z)

F@) = 5 § il

D’aprés le probleme 1, si ¢ et ¢ + h appartiennent 2 & , nous avons

fle+th —fl@) _ 1 1 1 _ 1 - 1 f(z) dz
R T 240 Ch{z—-(cﬁ-h) z—a}f(z)dz B 27i£(z—a—h)(z—a)

1 feydz , h f(z) dz
2ri Jo (2 —a)? 271 Jo (z—a—h)(z— a)?

On obtient alors le résultat cherché en prenant la limite de cette
expression quand 2 — 0, il suffit alors de montrer que le dernier Yy
terme tend vers zéro.

Pour montrer cela nous utilisons le fait que si I est un cercle
de rayon € centré en a et appartenant a4 & (voir Fig. 5-3), alors,

h f(2) dz
271 Je (2 — a— h)(z — a)2

- " flz) dz
T 2riJr@z—a—R)(z—a)?

On choisit alors # suffisamment petit en valeur absolue pour que
a + h soit dans I' et que |h| <e€/2 ; on a alors d’aprés le probléme
7(c), Chapitre 1 et le fait que I’équation de I' est |z —a| = ¢, Fig. 5-3
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lz—a—h| Z |z—a]l — [l > ¢ —¢2 = €2
La fonction f(z) étant analytique dans & , nous pouvons trouver un nombre positif M tel que | f(z)| <M.

La longueur de I' est 27e, on en déduit

k£ f@de
: ’271' §p(z—a—h)(z—af)2

et il en résulte que le premier membre tend vers zéro quand h > 0, ce qui compléte la démonstration.

- M M@r9 _ 2WM
T 27 (/2)() T ¢

Il est intéressant de remarquer que le résultat est équivalent a

d o d]1 f(z) _ 1 9 | f@)
da’@ = @{%i z—ad?} T 2 Caa{z—a}dz

qui est une extension aux intégrales curvilignes de la régle de dérivation sous le signe f .

3. Démontrer que sous les mémes conditions qu’au probléme 2,

!
f(n)(a,) = ;—ﬂ-ﬁ (Z‘j—(&z‘%ﬁdz n=2~01238

Les cas n = 0 et | s’obtiennent & partir des problémes 1 et 2 respectivement a condition de poser

fO@W=rf@et0! =1.

Pour démontrer la formule dans le cas » = 2, on utilise le probléme 2 ou @ et ¢ + h appartiennent 3 & ;

on obtient
Fla+h)—fla)g _ 1 1 1 1
——h—.— T 27 £ h {(z —a— h)2 (z — a)2} f(2) dz

_ 2 f(z) h 3(z—a) — 2h
T 2q C(z—a)3d +

- flz) dz

2ri Jo e = a = h)2z— ays

On en déduit le résultat cherché en prenant la limite de cette expression quand h — 0, il suffit alors de démon-
trer que le dernier terme tend vers zéro. La démonstration est semblable & celle du probléme 2, on utilise le
fait que les intégrales sur C et sur I’ sont égales et l'on a

h 3(z—a) — 2h A M(2re) 41 M
o . d é — 1 e =
i 3. G—a=he—ap 0¥ 2 (NS T
car il existe M tel que |{8(z—a) — 2k} f(z)| < M.
De la méme fagon on peut établir le résultat pour n = 3,4,... (voir problémes 36 et 37).

Le résultat est équivalent a (voir le dernier paragraphe du probléeme 2)
an L U S A (€ _ 1§ i@
'@ = da”{zvi hi—a®] T S i ima) *

4. Si f(2) est analytique dans un ouvert connexe (R, montrer que f'(2), f"(z) ... sont analytiques
dans (R.

C’est une conséquence des problémes 2 et 3.

N ,
5. Evaluer (a) § sin »2% + cos =z dz,
C

(z—1)(z—2)
eZz R _
(D) £ mdz o C est le cercle |z| = 3.
(@) De N S T . on tire

(z—1)(z—2) z—2 z—1’
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sin 722 + cos 722 _ § sin 722 + cos 722 § sin 722 + cos 722
ffc G—Diz—2) g -2 A -1~
L’application de la formule de Cauchy pour ¢ = 2 et ¢ = 1 donne
§ sin 722 + cos w22 de = 2si{sin=(2)2 + cos7(2)2} = 2ai
Je z— 2
§ sin 722 + ios LAl - 2-i{sin7(1)2 + cos7(1)2} = —2xi
Je z—

car z =1 et z = 2 sont & P’intérieur de C et sinmz? + coswz? est analytique dans C. L’intégrale considérée
vaut donc 2w — (— 27i) = 4mi.

(b) Soit f(z) = e?% et a = — 1, la formule intégrale de Cauchy s’écrit
() — f __f2 )
AL I el At e &
Sin =3, alors f"'(z) = 8e22 et f"(—1) = 8e—2. Dans ces conditions (/) devient
_ 3! § e2%
2 = S et
8¢ 27 S G L1 %

d’ol Pon tire la valeur de l'intégrale considérée Smie™2/3,

6. Démontrer la formule intégrale de Cauchy pour un
ouvert multiplement connexe.

Nous donnons ici une démonstration dans le cas de I'ou-
vert multiplement connexe & limité par les courbes fermées
C) et C, représentées i la figure 5-4. On peut étendre aisément
cette démonstration a d’autres types d’ouverts multiplement
connexes (probléme 16, Chapitre 4).

Considérons un cercle I" centré en un point 2 de & , tel
que I' appartienne 4 & . Soit & ' I’ensemble des points de &

extérieures 4 I". La fonction est analytique dans ® ' et sur

z—a
sa frontiere. Le théoréme de Cauchy pour les ouverts multiple- Fig. 5-4
ment connexes s’écrit alors

1 f(z) 1 § f(z) 1 f@)

27"1~C1z_a ® 21 c, 2@ z 27ri£‘z—a,dz 0 (1)

Mais d’aprés la formule intégrale de Cauchy pour les ouverts simplement connexes, on a

fag = & ¢ L2 g (2

2ri Jr 2—a

si bient que de (1)

fla) = L ‘M-dz - —l—§ 1) dz (3)
c

27ilclz—a 271 LET
Donc si C représente la frontiére totale de & (décrite de telle fagon qu’un observateur parcourant C a toujours
® & sa gauche) on peut écrire (3) sous la forme

fla)

£
5 FON dz
i Jo2—a

De la méme fagon on peut montrer que les autres formules intégrales de Cauchy
(n) — nt f(z)
fmey = mimdz n =123, ...

sont encore valables pour des ouverts multiplement connexes (voir Probléme 40).
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THEOREME DE MORERA

7. Démontrer le théoréme de Morera (la réciproque du théoréme de Cauchy) : si f(z) est continue
dans un ouvert simplement connexe (R et si

§ f)de = 0
c
sur toute courbe fermée simple de (R, alors f (2) est analytique dans R.
F
§ f(zydz = 0 quelle que soit C, on en déduit d’aprés le probléme 17, Chapitre 4, que F(z) = f f(z) dz
C a

ne dépend pas du chemin joignant a et z, pourvu que ce chemin appartienne a & .

Alors par un raisonnement analogue a celui déja utilis€ au probléme 18, Chapitre 4, il résulte que F (z)
est analytique dans & et que F'(z) = f(z). Cependant, . d’aprés le probleme 2, F'(z) est également analytique
dés que F(z) ’est. La fonction f(z) est donc analytique dans & .

INEGALITE DE CAUCHY

8. Si f(z) est une fonction analytique a 'intérieur du cercle C d’équation |z—a| = r, et sur C,
démontrer l'inégalité de Cauchy
o = X a =012 ...
/r"l

ou M désigne une constante telle que | f(z)| <M.

On a d’aprés les formules intégrales de Cauchy

m@ = 2§ _SB _
F™ (a) 2 (z—a)"+1dz n 0,1,2,3,...

Alors d’aprés le probléme 3, Chapitre 4, puisque |z —a| =r sur C et que la longueur de C est 27r.

! el
§ f(z) dz‘ < Mo, Men!

c (z_a)n+1 Q7 yntl rn

n!

@ = 3

THEOREME DE LIOUVILLE

9. Démontrer le théoréme de Liouville : si quel que soit z dans le plan complexe, (i) f(z) est ana-
lytique,(ii) f (2) est bornée [i.e. on peut trouver une constante M telle que |f(2)]| < M] alors
f (2) est une constante.

Soit ¢ et b deux points quelconques du plan de la variable z.

Considérons le cercle C de rayon r centré en ¢ et contenant le point v
b (voir Fig. 5-5). C
On a d’apres la formule intégrale de Cauchy
_ _ f(z) . § fz)
o -t = g e - o ¢ [
x
_ b —a
- o (2 — b) z— a)
Fig. 5-5
D’autre part
lz—a| = 7, lz—b| = |z2—a+a—b] Z |z—a]|—-|a=b| =r—|a—b|] = /2

si 'on choisit r suffisamment grand pour que |a — 5| <r/2. Alors tenant compte de | f(r)| <M et de ce que
la longueur de C est 277, on a d’aprés le probléme 3, Chapitre 4

o b—d| £ i@
/@)~ fla)| = 5= i (z— b)(z— a) 27 (r/2)r r

Faisant tendre 7 vers = on voit alors que |f(b) — f(a)| = 0 soit f(b) = f(a) ce qui montre que f(z) est une

constante.

b—al M@r)  2|b—alM
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Autre méthode. En posant n = | dans le probléme 8 et en remplagant g par z, on a
(=) = Mir

Faisant tendre r vers o, on en déduit que |f'(z)| = 0 et donc que f'(z) = 0. La fonction f(z) est donc
constante ce qui démontre le théoréme.

THEOREME FONDAMENTAL DE L’ALGEBRE. (THEOREME DE D’ALEMBERT)

10. Démontrer le théoreme fondamental de ’algebre : toute équation algébrique P(z) = aq +

a,z + a2z2 + - +a,2" =0, de degré n > 1 et telle que g, # 0, possede au moins une
racine.
8i P(z)= 0 n’a pas de racine, alors f(z) =$ est analytique quel que soit z. De plus /(z) = ‘PL)‘

est bornée (en fait tend vers 0) quand |z | — o=,

Alors d’apres le théoreme de Liouville (Probleme 9) f(z) et donc P(z) est constant. On est donc
conduit 4 une contradiction et on en conclut que P(z) = 0 posséde au moins une racine, ou comme on le
dit quelquefois, P (z) a au moins un zéro.

11. Démontrer que toute équation algébrique P(z) = ao + @12 + @22 + - + @.2" = 0, de degré
n =1 et telle que ¢, # 0, a exactement n racines.

D’aprés le théoréme fondamental de 1’algébre (Probléme 10), P(z) a au moins une racine. Soit « cette
racine ; alors P(x) = 0. D’ol

P(z) — Pla) = @y + a2 + agr? + -+ + a,2" — (g + aya — aga?2 + -+« + @ua®)
= a(z—a) + ax(z2—a?) + - + a,(z"—a")
= (—a)Q)

oll 0(z) est un polyndome de degré (n — 1).

Appliquant 3 nouveau le théoréme fondamental de I’algébre, nous voyons que Q(z) posséde au moins
un zéro que nous appellerons § {qui peut étre égal a «], dolt P(z) = (z — @) (z — ) R(z). En continuant de
cette maniére on voit que P (z) a exactement n zéros.

THEOREME DE GAUSS SUR LA VALEUR MOYENNE

12. Soit f(2) une fonction analytique dans un cercle C centré en g, et sur C. Démontrer le théo-
réme de Gauss sur la valeur moyenne : la moyenne des valeurs de f(z) sur C est f{(a).

D’aprés la formule intégrale de Cauchy

_ 1 f(z)
fla) = 271 £, i—a® )
Si C a pour rayon r, I’équation de C est |z—a|=rouz=a+ re'®. Donc (1) devient
2w . N 27
_ 1 fla + reid) irei? _ 1 f" . -
fla) = 2 Jo ——MT-—dO = 2 ), fla + reif) deo

qui est le résultat demandé.

THEOREME DU MODULE MAXIMUM

13. Démontrer le théoréme du module maximum : si f(2) est analytique a l'intérieur d’une
courbe fermée simple C et sur C, alors | f(z)!| prend sa valeur maximum sur C, a moins que
f (z) ne soit constante.

Méthode 1.

La fonction f(z) étant analytique, et donc continue, a Iintérieur de C et sur C, on en déduit que {f(z)]}
passe par un maximum M pour une valeur de z intérieure a C ou située sur C. Supposons que cette valeur
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maximum soit atteinte, non pas sur la frontiére C, mais en un point
intérieur a, i.e. | f(a)| = M. Soit C, un cercle intérieur a C et centré
en a (voir Fig. 5-6). Si I'on exclut le cas ol f(z) est constante a l’in-
térieur de Cy, il existe au moins un point b dans C; tel que

| F(b)| <M ou, ce qui est la méme chose | f(b)| =M — € avec € > 0.

D’autre part la continuité de | f(z)| en b entraine que pour
tout € > 0, on peut déterminer § > 0 tel que

iF@)] =17 < Ze quand lz—b| <38 (1)
i.e.,
@) < @) +Le = M—c+de = M~ Le @)

pour tout point intérieur au cercle C, centré en b et de rayon &
(ombré sur la Fig. 5-6).

Considérons le cercle C3 centré en a et passant par b (en pointillé
dans la Fig. 5-6). Sur une portion de ce cercle [plus précisément ’arc

PQ intérieur 3 C,] on a d’aprés (2), | f(2)| <M — % €. Sur la portion
restante du cercle on a |f(Z)| < M.

Fig. 5-6

Si I'on compte les angles 6 dans le sens direct a partir de OP et si 'on pose Pﬁb = o, on déduit du
probléme 12 que pour r = {b —al,

1 o 1 27
= —_— ) _— i6
f(a) 2 j; fla 4+ rei®yde + 2 ), fla + reif) de
Donc
1 o 1 27
Ifa)] = —f | fla+rei®){de -+ —f | f(a + rei®) | de

27 0 2r o
1 [+3 1 27

= —_— —_ —_—

= 2 ), (M —4e)do + 2 ), M de

= £M-3) + H@r—a

ie. |fl@) =M= M_f;, ce qui est impossible. Cette contradiction nous permet donc d’affirmer que If(z).l

ne peut atteindre son maximum en un point intérieur a C, ce maximum est donc atteint en un point de C.
Méthode 2.
D’aprés le probléme 12, on a

) 1 27 )
fal = o , | fla+reif) | de (3)
Supposons que |f(e)| soit un maximum, on a donc | fla+rei®) | = |f(@)l. Si |fla+red)| < {f(a)

pour une valeur de ¢, alors d’aprés la continuité de f cette inégalité est encore valable pour l'arc 8, <6<49,.
Mais dans ce cas la valeur moyenne de |f{(az + re’e)l est moins grande que |f(a)|, ce qui est en contradiction
avec (3). On en déduit que dans tout § voisinage de a, i.e. pour |z —a| <§, f(z) est constante. Si f(z)
n’est pas constante, |f(z)| atteint sa valeur maximum sur C.

Pour une autre méthode voir le probléme 57,

THEOREME DU MODULE MINIMUM

14. Démontrer le théoréme du module minimum : on considere une fonction f(z) analytique a
Pintérieur d’une courbe fermée simple C, et sur C. Démontrer que si f(z) # 0 dans C alors
|f(2)] atteint sa valeur minimum sur C.

La fonction f(z) étant analytique dans C et sur C, f(z) ne s’annulant pas dans C, on en déduit que
1/f(z) est analytique dans C. D’aprés le théoréme du module maximum la fonction 1/|f(z)| ne peut attein-
dre son maximum & lintérieur de C et donc |f(z)] ne peut atteindre son minimum dans C. La fonction
|f(z)| ayant un minimum, celui-ci est donc atteint sur C.
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15. Donner un exemple montrant que si f(z) est analytique a l'intérieur d’une courbe fermée simple
C et sur C, f(2) s’annulant en un point intérieur a C, alors |f(z)| n’atteint pas nécessairement
sa valeur minimum sur C.

Soit f(z) = z pour z| €1, C est donc le cercle unité centré a l'origine. Nous avons f(z) = 0 en z = 0.
Si f(z) = re®®, alors |f(z)| = r et il est clair que la valeur minimum de |f(z)| n’est pas atteinte sur C mais
dans C pour r = 0, ie. en z = 0,

LE THEOREME DE L’ARGUMENT

16. Soit f(2) une fonction analytique a l'intérieur d’une
courbe fermée simple C et sur C, a ’exception d’un
pdle z = a d’ordre (de multiplicité) p, intérieur a C.
Supposons également que dans C, f(2) a un seul zéro
z = § d’ordre (de multiplicité) n et aucun zéro sur C.
Démontrer que

% C%%dz = n—0D Fig. 5-7

Soit C, et ['| deux cercles extérieurs I'un a l'autre situés
dans C, et contenant respectivement z = ¢ et z = . Alors

1 @ N f(z) 1 Fz)
i P D% T W T T o il o @ v
Le point z = « étant un pdle d’ordre P
_ _F@)
f(Z) - (Z—‘a)p (2)

ol F(z) est analytique et différente de zéro dans et sur C;. En prenant la dérivée logarithmique de (2) on

trouve
) _ FR) P
flzy T~ Flr)  z—a (3)
Si bien que b
1 '@ . F'(2) P de  _ _
2ri J, fl2) = om c, F@ 4 - ﬁfclz—a = 0-p = -p 4

Le point z = § étant un zéro d’ordre n
fly = (z—p8)"Gr) (%)

ol G (z) est analytique et différente de zéro dans et sur I';.
Par dérivation logarithmique on obtient

iz} _ _m G'(2)

oy ~ =8 T G (6)
Si bien que
1 [ - _n dz 1 £G@E _
27 . 7@ dz = 35 i s v ®Gn® T 7 ™

Dans ces conditions (1), (4) et (7) donnent le résultat demandé

1 @, - 1 g 1@ 1§ LEg = n-
2ri i Tw® T Y =5 §1‘1 fla) rop

17. Soit f(2) une fonction analytique a l'intérieur d’une courbe fermée simple C et sur C, a l'ex-
ception d’un nombre fini de pdles intérieurs a C. On suppose que f(z) # 0 sur C. Si N etP
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sont respectivement le nombre de zéros et de poles de
f(z) intérieurs a C comptés avec leur ordre de multi-
plicité, montrer que

1 f'(2)
= N-P
2. T %
On désigne respectivement par o, &, ..., o; et BisByy s By

les pdles et les zéros de f(z) situés a Vintérieur de C [Fig. 5.8]
et ’on suppose que les ordres de multiplicité sont respectivement

pl,pz,...,pj et ny, Ny, . .., Ny,
On entoure chaque pdle et chaque zéro par des cercles ne
se recouvrant pas C;, C,, .. C et I'y, [y, ..., T, Ceci peut

toujours étre réalisé car les poles et les zeros sont 1s01es

On a donc d’aprés les résultats du probleme 16

f'(z) _ : f(z) ! ()
271 . 1) d = = 1271 f(z) dz § 271 £

j k
= E Ny — 2 Dr
r=1 r=

THEOREME DE ROUCHE

18. Démontrer le théoréeme de Rouché : si f(z) et g(2) sont analytiques a I’intérieur d’une courbe
fermée simple C et sur C, si de plus |g(2)| < [f(2)| sur C, alors f(z) + g(z) et f(z) ont le
méme nombre de zéros dans C.

Soit F(z) = g(2)/f(z) et donc g(z) = f(z) F(z) ou g = fF. Alors si N, et N, désignant respectivement
le nombre de zéros intérieurs 4 C de f + g et f, on a d’aprés le probléme 17, utilisant le fait que ces fonc-
tions n’ont pas de pdles 4 Iintérieur de C,

[ ’ ’
- 1 ci+g _ L§ r
N =359 7vg % Ne =559, 7%
On a donc
_ = L R, 1 O
Ny N, P g f+ fF @ 21 f %
_ FA+R) +fF .0 _ 1 £

2 . fa+F)* 2t P f

- L i, _ 1 gz
T 2 C{f+1+F}dz 2,—ri§cfdz

= 1 F, dz =
27 1 1+ F 271

= 0

fF(l—F+F2—F3+ ) dz
c

utilisant le fait que |F| <1 sur C si bien que la série est uniformément convergente sur C et l'intégration
terme & terme donne la valeur zéro. On a donc N; = N, ainsi qu’il était demandé.

19. Utiliser le théoreme de Rouché (probleme 18) pour démontrer que tout polyndome de degré
n a exactement n zéros (théoréme fondamental de 1’algebre).
Soit g t @z + a2z t---ta, z™ le polyndme considéré avec a, # 0. On pose f(z) = a, z" et
g(z)=ay * a4 z+azz + - +an+lz

Si C désigne un cercle centré a l'origine et ayant pour rayon » > 1, on a sur C
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9(2) lag + ayz + ax22 + +-+ +a, ;271!
f&) e
< lagl + lag]r + laol 72 + <<+ + Ja,—q| r71
B a7
= ool 4 eyt 4 agl 4 e o eyl
- [ 7™

laol + lag! + Jag] + + v+ + lag—y
lan| 7

9(2)
1)
réme de Rouché le polyndme donné f(z) + g(z) a le méme nombre de zéros que f(z) = a, z™. Cette derniére
fonction ayant »n zéros tous situés en z = 0, f(z) + g(z) a également n zéros et le theo:reme est démontré.

On peut donc choisir r suffisamment grand pour que <1, ie. |g(?)] < f(2)]. Alors d’aprés le théo-

20. Démontrer que toutes les racines de z7 — 523 + 12 = 0 sont situées entre les cercles |z| =
et |z] =
Considérons le cercle C; : [z{ = 1. On pose f(z) = 12, g(z) = 27 — 523, Sur C, nous avons
0@ = =58 = [+ 15 = 6 < 12 = [f(&)
D’ou par le théoréme de Rouché f(z) + g(z) = z7 — 523 4+ 12 a le méme nombre de zéros & lintérieur de
{z] =1 que f(z) = 12, i.e. il n’y a pas de zéro a lintérieur de C,.
Considérons le cercle C, : [z| = 2. 8oit f(z) = 27, gz) =12 — 523, sur C, nous avons
lg(®)] = |12—528] = |12 + [528] = 60 < 27 = 17(2)|
D’ou par le théoréme de Rouché nous voyons que f(z) + g(z) = z7 — 5z°+ 12 a le méme nombre de zéros
a Dintérieur de |z| = 2 que f(z) = z7, i.e. tous les zéros sont dans C,.

Toutes les racines sont dans le cercle |z| = 2 mais 4 ’extérieur du cercle {z| = 1 comme il était de-
mandé.

FORMULES INTEGRALES DE POISSON POUR UN CERCLE

21. (a) Soit f (z) une fonction analytique a l’intérieur d’un cercle C et sur C, le cercle C ayant
pour équation |z| = R, soit d’autre part z = re’® un point quelconque intérieur a C,
montrer que

o — 1 7 R? — 2 ;
(ret) 27 j; R* — 2Rrcos (0 —¢) + 7* [(Ee?)d¢

(b) Si u(r,6) désigne la partie réelle et v(r,0) la partie imaginaire de f(re’®), montrer que

1 2 R2 )
wr,0) = — ( r)u(R, ¢)d
(7 6) 2n j; E* — 2Rr cos (0 — ¢) + 72

or0) = £ __(B=1)u(R,¢)do
2r Jo R*—2Rrcos(6—¢) + 12

Ces résultats sont appelés formules intégrales de Poisson pour le cercle.

(@) Le point z = re’® gtant intérieur a C nous avons d’aprés la for-
mule intégrale de Cauchy
fo = foe = = ¢ [ ay (1)

271 Jo w—2

Le point inverse de z par rapport a4 C est a l'extérieur de C et
est Teprésenté par R?/z. D’aprés le théoréme de Cauchy on a donc Fig. 5-9

= 2m § w — R2/2 dw 2)
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Si I’on retranche (2) de (1), on trouve

1
f@& = 271§1w—z - w—RWé} flw) duw

_ z — R2/z )
= 27” C__.._.———_ S — B3 flw) dw (3)

o

On pose z =re’” et w= Rei¢, alors tenant compte de z = re ™t (3} devient

Flre®) 1 T {rei® — (R2/r)ei®} f(Rei®) iReid dg
271 Jo  {Rei® — reif}{Reid — (R2/r)elf}

1 J‘ET (r2 — R2) ¢80+ ®) f(Rei®) dg
o (Rei® — reif)(rei® — Re'd)

-1 fz” (B2 —72) f(Re'®) dg
B o (Rei®— rei®)(Re~ 1 — re~1)

_ 1 fz (R?— 1?) f(Re'®) dy
o R2 — 2Rrcos(6—¢) + 2

(b) De flre®) = u(r,8) + iv(r,6) et f(Rei®) = w(R,¢) + iv(R,¢), on déduit d’apres (a)

1 (TR =R, ¢) + iv(R, ) de

u(r,6) + iv(r,0) 27 Jo R2 — 2Ry cos (68 — ¢) + 72

il

1 (T R-uRede (T (R u(Re) do
27 Jo R — 2Rrcos(6—¢) + r? & Jo E? — 2Rrcos(o—¢) 4 7?

Et ’on obtient le résultat cherché en égalant les parties réelles et imaginaires.

FORMULES INTEGRALES DE POISSON POUR UN DEMI-PLAN

22. Démontrer les formules de Poisson pour un demi-plan [voir page 120].

Soit C la frontiére d’un demi-cercle de rayon R [voir figure 5.10] admettant { pour point intérieur. C en-
tourant { mais pas {, nous avons d’aprés la formule intégrale de Cauchy

i = L6 1@ g, 0 = L g1@ Y

a Cz—-}7

27t Jez—¢ 2t

D’out par soustraction

- el e o .
_ of R
- L f6=0f@de
210 Je (2= )z —0) Fig. 5-10

En posant ¢ = ¢+1iy, { = t—1n, ceci peut s’écrire

_ 1 _nf@de 1 7 f(z) dz
A f =2+ 7 ha—ge-d

ot I' désigne la partie circulaire de C. Quand R —> oo cette derniére intégrale tend vers zéro [voir probléme 76]
et nous avons
_ 1 f _nf(x)de
@—02+n2
En posant f() = Ffle+in) = ulg,n) +iv(, ), flw) = u(z,0) + iv(z,0), nous obtenons le résultat demandé

_ 1 7 u(zx, 0) de :lfwn'v(x,O)dx
e fx(x—£)2+nz’ e =) et
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PROBLEMES DIVERS

23. On considére une fonction f(2) analytique dans un ouvert
connexe (R limité par deux cercles concentriques C, et C,,
et sur sa frontiere [Fig. 5.11]. Montrer que si z, désigne un
point quelconque de (R , alors

1 @ 4, _ 1 12 4,

fzo) = 355 Z — 2o 2r1 Z — 2o

c, Cy

Meéthode 1.

On établit la coupure EH reliant les cercles C, et C,. La fonction

f(z) est analytique dans le domaine borné par EFGEHKJHE. On a Fig.5-11
donc par la formule intégrale de Cauchy,
R f(z)
fzo) = 271 § z2— 2z, dz
EFGEHKJHE
- i f(z) 1 F(z) 1 f@ 1 f(z)
T 24 z—zodz+21ri'fz—z0dz t g §z—~z0dz+—2—§fz—zﬂdz
EFGE EH HKJH HE
= —1— § @) dz — 1 2 dz
27 o, ¥ % 2t c, FT R

car les intégrales le long de FH et HE s’annulent.
Des formules semblables peuvent étre établies pour les dérivées de f(z).

Méthode 2. Le résultat se déduit également de ’équation (3) du probléme 6 si I'on remplace les courbes fer-
mées simples C, et C, par les cercles de la figure S.11.

27
24. Démontrer que f costngdg = 1835 - @n-N)y L 1,2,3,....
0

2:4:6 - (2n)
On pose z = ¢€®. D’oll dz = i6i0dgs = izds ou do = dzfizx et cosg = Fef+e~#) = L(z+ 1/z).
On a donc,si C désigne le cercle unité {z| = 1:

${i-+0}E
= g e (L) syl s e () e

- 1 §{Z2n_l + (2171)z2n—3 4o+ (2’:;)221;—2;:—1 + e+ zetydg
c

27
f cos2n g dg
0

22 §
— 1 » 2rt 2n = _1_ 2n 2
= g4y ’”(ﬂ) - 22n(ﬂ) "
_ L ent, @n)@n—1)2n—2) (=11,
T oomptarm T 22 lnl "
_ 1:8:5--@n—1),_
2¢4+6- 20

25. Si f(2) = u(x,y) + iv(x,y) est analytique dans un ouvert connexe (R, montrer que u et v
sont harmoniques dans R.

Dans le probléme 6, chapitre 3, nous avons démontré que u et v sont harmoniques dans & , ie. vérifient

I’équation 32—§+ 22—92 = 0, sous la condition qu’existent les dérivées partielles secondes de u et v, i.e.
x Y
quexiste f''(z).
Il n’est plus nécessaire maintenant de supposer que cette condition est remplie car nous avons démontré
dans le probléme 4 que si f(z) est analytique dans ® alors toutes les dérivées de f(z) existent.
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26. Démontrer le théoréme de Schwarz : soit f(2) une fonction analytique pour |z| < R, f(0) =0
et |f(2)| <M. Alors

o s B

La fonction f(z)/z est analytique dans |z| << R. On a alors sur |z| = R d’aprés le théoreme du module

maximum,

M

R

A

z

' £(2)

Cependant cette égalité étant aussi valable pour les points intérieurs au cercle |z| = R, nous avons pour
|z] < R linégalité demandée |f(z)] <M|z|/R.

27. On considére la fonction f(x)

5 s
{g sin (1/2) :ig ou x est réel. Montrer que cette

fonction (a) posséde une dérivée premiére pour toutes les valeurs de x telles que 0 < x <1
mais (b) ne posséde pas de dérivée seconde pour tous les points 0 < x < 1. (¢) Comparer ces
résultats et ceux du probleme 4.

(@)

()

(c)

28. (a)

La seule valeur de n pour laquelle se pose le probléme de I’existence de la dérivée premiere est x = O,
Mais en x = 0 la dérivée est définie par

f(0 + Az) — F(0) (Az)? sin (1/Ax) — 0

lim = lim
Az =0 Ax AT =0 Ax
= lim Axsin(l/az) = 0
Ax—+0

et existe donc.
Pour toutes les autres valeurs de x dans 0 < n < 1, la dérivée est donnée par
a2 cos (1/x) {—1/22} + (2z) sin(l/z) = 2xsin(1/z) — cos (1/x)
a l’aide des régles élémentaires de dérivation,
D’aprés la partie (¢) nous avons
fla) = {29: sin (1/x) — cos(1/x) =20
0 =0

La dérivée seconde existe pour toutes les valeurs de x telles que 0 < x < 1. En x = 0 la dérivée seconde
est donnée par

lim ffio+Ax) — f(0) _ lim 2 Az sin (1/Ax) — cos(1/Az) — O
AT—0 Az AT=0 Ax

lim {2 sin (1/a2) — (1/Az) cos (1/Ax)}
Az =0

qui n’existe pas.
On en conclut que la dérivée seconde de f(x) n’existe pas pour tous les points de 0 < x < 1.

D’aprés le probléme 4 si f(z) est analytique dans & alors toutes ses dérivées existent et sont analytiques
dans ® . Ceci n’est pas en contradiction avec le résultat précédent car la fonction f(z) = sin (1/z) n’est
pas analytique dans toute région contenant le point z = 0.

Si F(2) est analytique a I'intérieur d’'une courbe fermée simple C et sur C, sauf en un pdle
d’ordre m en z = q intérieur a C, démontrer que

dm—l
o _£ F@dz = lim ﬁ o (- F ()

z—a

(b) Comment peut-on modifier le résultat de (a) s’il y a plus d’'un pole a l'intérieur de C ?
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(a) Si F(z) a un pdle d’ordre m en z = g, alors F(z) = f(z)/{(z — a)™ ol f(z) est analytique A V'intérieur de
C et sur C et de plus f(a) # 0. On a dans ces conditions d’aprés la formule intégrale de Cauchy,

1 S Y G [ WU Ut )

5 £F’(z)dz = 55 ) (z_a)mdz = D
. dm—

= lim el - n F )

(b) Supposons qu’il y ait deux pdles z =a; et z = a,, intérieurs
a C, d’ordre m, et m, respectivement. Soit I'; et I', des
cercles intérieurs 2 C ayant respectivement pour rayon €; et
€, et pour centre a; et a,. On a alors

1 . 1
5 §C FRd = - i 1 F(z) dz

1
+ %i F(z) dz (1)

Fig.5-12

Si F(z) posséde un pdle d’ordre m, en z = ¢, , alors

f1(®)

P& = =apm

ol f;(z) est analytique et f,(¢;) ¥ 0O
Si F(z) possede un pdle d’ordre m, en z = ag,, alors

Fz) = _hE) oy f,(z) est analytique et f,(a,) # O.
(2 — ag)™

On a alors d’aprés (1) et la partie (a)

1 1 F1{?) 1 fa(2)
= P Fleyde = 5= — P s
271 i (=) dz 271 ﬁl (2~ a;))™ de + 27i i (7 — ag)™ dz

1 ami—1

= Jim T g (G @M FE)

, 1 dme—1
+  lim _—_-EF Tom=1 {(z — as)™ F(z)}

72— a, (mZ
2

Si I’on désigne par R, et R, les limites du second membre, on peut écrire
§ Fz)dz = 2ri(R,+ Ry)
c
ol R; et R, sont appelés les résidus de F (z) aux podles z = a et z=ay.

En général si F (z) posséde plusieurs poles intérieurs a C avec les résidus Ry, R, ,. .., alors f F(z)dz=
(o

27i fois la somme des résidus, Ce résultat est appelé le théoréme des résidus. Des applications de ce théoréme
ainsi que des généralisations & des singularités autres que des poles sont traitées au Chapitre 7.

29. Calculer f (—zﬂ_eig)—zdz ou C désigne le cercle |z] = 4.
C ki

er eZ

= = *7¢ 4 intérieur de C, ils sont d’ordre deux.
2E 02 (z—m)2 (2 F a2 sont =z 7zt a lintérieur de C,

Les poles de {

, . _ . . _1_ d Y %4 . wt1 e
Le résidu en z=mt est zllr?ri 113 {(z 1) Py m’)2} =
s . . . 1 d ; e? T—1
= — —_— P 7 . A — - —_——
Le résidu en z = = miest _lim g dz{(z+ &% (z—vri)z(z+7ri)2} T T

9 e

D’oll i (z_z—-ii,ﬁdz = +27i (somme des résidus) = 2z¢ <”4—;7' + 7’_4;31> =
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Problemes supplémentaires

FORMULES INTEGRALES DE CAUCHY
30. Calculer - § € 4, si C désigne (a) le cercle fz| = 3, (b) le cercle |z| = 1. Rép. (a) e?, () 0.

21 A 2
31. Calculer sin 82 de si C désigne le cercle [z| = 5. Rép. 2l
o ? + 7/2

i _d» si C désigne (a) le cercle |z — 1| =4, (b) lellipse |z —2|+ [z+ 2] =6.

-7l

32. Calculer
souter §
Rép. (@) —2=1, (b) O

33. Calculer _1_ Cgs zd le long d’un rectangle de sommets : (a) 2=, —2%4 (b) —i, 2—1, 2414, i.
271 Jo 22 —

Rép. (a) 0, (b) —%
ezt

1 . . . _
34. Montrer que 5 fc zT—{-—ldz = gint sit>0 etsiC estlecercle |[z|= 3.

35. Calculer § %?dz ol C est le cercle |z| = 2. Rép. — i
c

36. Démontrer que f"'(a) = —2—'—2 <:(Z :)i ou C est une courbe fermée simple entourant z = ¢ et f(z) une
- =

fonction analytique i l'intérieur de C et sur C.

37. Démontrer les formules intégrales de Cauchy pour toutes les valeurs positives entiéres de n [on pourra utiliser
un raisonnement par récurrence}.

sins z _sinfz . - =
38. Trouver la valeur de (a) § po——7 dz, (b) § (z—7/6)3 si C désigne le cercle {z| = 1.
Rép. (@) #i/32, (b) 21xi/16
39. Calculer % 2‘f1)2 2 sit> 0 etsiC désigne le cercle [z} = 3. Rép. 4(sint — tcost)
" z

40. Démontrer les formules intégrales de Cauchy dans le cas de I’ouvert multiplement connexe de la figure 4-26
page 115,

THEOREME DE MORERA
41. (a) La fonction G(z) = f %S est-elle indépendante du chemin joignant 1 & z ?
1

(b) Quelle relation y a-t-il entre votre réponse a (q) et le théoréme de Morera ?
42. Le théoréme de Morera s’applique-t-il 4 un ouvert multiplement connexe 7 Justifiez votre réponse.

43. (a) Si P(x,y) et Q(x, y) sont des fonctions harmoniques conjuguées et si C désigne une courbe fermée simple,
démontrer que § Pdx +Qdy = 0.
(b) Si pour toute courbe fermée simple C dans un ouvert connexe ® , § Pdx+Qdy = 0, les fonctions

P et Q sont-elles harmoniques conjuguées ? i.e. la réciproque de (z) est-elle vraie ? Justifiez votre conclusior

INEGALITES DE CAUCHY

44, (a) Utiliser les inégalités de Cauchy pour avoir une estimation des valeurs des dérivées de sinz en z = 0.
(b) Déterminer la qualité de ces approximations.
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45. (¢) Montrer que si .f(z) = 1/(1—2), alors f™(z) = nl/(1—z)n+1,

(b) Utiliser () pour montrer que Iinégalité de Cauchy est “la meilleure possible”, i.e. I’estimation de la gran-
deur de la nieme dérivée ne peut étre améliorée pour toutes les fonctions.

46. Démontrer que dans les inégalités de Cauchy (3) page 118 1’égalité ne peut &tre obtenue que si f(z) = kMz"/r"
avec (k| = 1.

1/z

2
47. Discuter les inégalités de Cauchy pour la fonction f(z) = e~ dans le voisinage de z = 0.

THEOREME DE LIOUVILLE

48. La fonction d’une variable réelle définie par f(x) = sin x est (z) analytique partout et (») bornée i.e. |sinx| <1
pour tout x, mais n’est certainement pas constante. Ceci est-il en contradiction avec le théoréme de Liouville ?
Expliquez.

49, Une fonction non constante F (z) est telle que F(z + a) = F(z), F(z + bi) = F(z) ou ¢ > 0 et b > 0 sont
des constantes données. Montrer que F(z) ne peut pas étre analytique dans le rectangle 0 < x <g¢, 0 <y <bh.

THEOREME FONDAMENTAL DE L’ALGEBRE

50. (@) Utiliser la méthode de démonstration du théoréme fondamental de ’algebre pour montrer que la fonction
particuliére f(z) = z4 —z2 — 2z + 2 a exactement quatre zéros, (b) déterminer les zéros de f(z).

Rép. (b) 1,1, -1%4

51. Déterminer les racines des équations (a) 23 —3z4+4i = 0, (b) #4+22+1 = 0.
Rép. (a) i, J(~i=V15), (b) H(—1=V/34), L1 =V/39)

THEOREME DE GAUSS SUR LA VALEUR MOYENNE

2%
52. Calculer ZLJ‘ sin2 (7/6 + 26} dg Rép. 1/4
T
0

53. Montrer que la valeur moyenne de toute fonction harmonique sur un cercle est égale a la valeur que prend la
fonction au centre du cercle.

54. Déterminer la valeur moyenne de x2 — y2 + 2y sur le cercle |z — 5+ 2i| = 3. Rép. S.
m
55. Démontrer que ﬁ Logsin § df = — w Log 2. [On pourra utiliser la fonction f(z) = Log(1l + z}].

THEOREME DU MODULE MAXIMUM

56. Déterminer le maximum de | f(z)| dans {z| < 1 pour les fonctions f(z) suivantes (a) z2 —3z+2, (b) z% +
2241, (¢) cos3z, (d) 2z+ 1D)j(2z—-1).

57. () Si f(z) est analytique a intérieur d’une courbe fermée simple C et sur C, si z = a désigne un point in-
térieur 4 C, montrer que 1
(fapr = = § H&"q, n=01,2,...

27ri c Z—a
(b) Utiliser (a) pour démontrer que |f(a)|" < M"/27D ol D désigne la distance minimum de @ & la courbe
C et M la valeur maximum de | f(z)}| sur C.

(¢) En prenant la racine ni®me des deux membres de I’inégalité de () et en faisant tendre n vers o démontrer
le théoréme du module maximum.

58. On considére une fonction U(x, y) harmonique 4 P’intérieur d’une courbe fermée simple C et sur C. Montrer
que (2) le maximum et (») le minimum de U(x, y) sont atteints sur C. Y a-t-il d’autres restrictions pour
Ulx,»)? v

59. Vérifier le probléme 58 a I'aide des fonctions (a) x? — y2? et (b) x3 —3xy? si C est le cercle |z | = 1.

60. Le théoréme du module maximum est-il valable pour des ouverts multiplement connexes ? Justifiez votre réponse.
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LE THEOREME DE I’ARGUMENT

61. Si f(z) = 25—8iz2+22—1+14, évaluer /;( z)) » ol C entoure tous les zéros de f(z). Rép. 107
62. Soit f(z) = wij;_z%%? Calculer 21 C’((:))d ol C est le cercle |z{=4. Rép. — 2.
7 Jo

63. Calculer j;((;)) dz si C désigne le cercle |z| = 7 et (a) f(z) = sin=z, (b) f(z) = coswz, () f(z) = tg nz.
o}
Rép. (a) 14xi, (b) 12, () 2ai

64. Sif(z)=2%-22z3+ 22 —12z+ 20 et si C est le cercle |z| = 5, calculer § zf;()z)dz Rép. 4ri
c

THEOREME DE ROUCHE

65. Sia > e, démontrer que ’équation az” = e? a n racines dans le cercle |z]| = 1.
66. Démontrer que I’équation zeZ = g, oll a ¥ 0, posséde une infinité de racines.

67. Démontrer que ’4quationtgz = az, a > 0 posséde () une infinité de racines réelles, (b) seulement deux ra-
cines imaginaires pures si 0 <a <1, (c) uniquement des racines réelles si a 2 1.

68. Démontrer que 1’¢quation ztgz = a, a > 0 posséde une infinité de racines réelles mais aucune racine imaginaire.

FORMULES INTEGRALES DE POISSON POUR UN CERCLE

on R2 — 2

69. Montrer que . BT " 2Bressto—g) T R d¢ = 2r

(2) a ’aide de, (b) sans Vaide de la formule intégrale de Poisson pour un cercle.

70. Montrer que (@ f gtcossg) g, = 5 e cos (sino)
(b) f 5e°_°_5d;s01:s 5;71_‘2) dg = -2—33 ¢°0s 8 gin (sin @)
71. (a) Montrer que la fonction U{r,6) = % arctg <2Iin; 0> 0<r<1, 0=6<2¢ est harmonique a
Pintérieur du cercle |z | = 1.
(b) Montrer que lim Ur, ) = {1 0<o<z
r=1- -1 =r<86<2r

(¢) Peut-on déduire l’expression de U(r, §) de la formule intégrale de Poisson pour un cercle ?

72. Si f(z) est analytique a Pintérieur du cercle C d*équation |z| = R et sur C, si de plus z = re’® désigne un

point quelconque de l’intérieur de C, montrer que
27 :
. i R(R2 — r2) f(Re!®) sin (6 — ¢)
Hrei®) = -—
fire®) 3: Jo RE—2Rrcos(a—g¢) + 722 %

73. Vérifier que les fonctions u et v des équations (7) et (&), page 119, sont solutions de I’équation de Laplace.

FORMULES INTEGRALES DE POISSON POUR UN DEMI-PLAN

74. Déterminer une fonction harmonique dans le demi-plan supérieur y > O prenant sur I’axe des x les valeurs — 1
six<O0etlsix>0. Rép. 1 — (2/7) arctg y/x.

75. Résoudre le probléme 74 avec les valeurs — 1 six <—1,0si —~ 1 <x<l,et1six>1.

. - = t — — arct .
Rep 1= et \iqry) ~ 7 ¥ T
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76. Démontrer le résultat utilisé au probléme 22 : lintégrale sur I' tend vers zéro quand R —> eo.

77. Démontrer que si f(x) satisfait a3 des conditions que I’on précisera

lim = f (x_vsf(;«':_nz de = f@)

n—v0+7T

78. Vérifier que les fonctions u et v des équations (I10) et (I11) sont solutions de P’équation de Laplace.

PROBLEMES DIVERS
79. Calculer 51—2 § 522% ou C désigne le carré de sommets =2, 2+ 4i. Rép. i.
Tt Je

80. Calculer § S‘Q_S%Edz ol C est le cercle |z| =1 et t>0. Rép. —2mit2,
(o] 2

dz

81. (¢) Montrer que —=_ = 241 si C est le cercle |z| = 2.
e 2+ 1
(b) Utiliser (a¢) pour montrer que
§(a:+1 de +ydy _ t+Ddy —yde _ o
(z+1)2 + y? ’ e @12+ 2

et vérifier ces résultats directement.

82. Trouver toutes les fonctions f(z) analytiques dans tout le plan complexe et qui vérifient les conditions
(@ fQ2—i)=4iet (b) |f(z)] <e? pour tout z.

83. Si f(z) est analytique a Dintérieur d’une courbe fermée simple C et sur C, démontrer que

27
(@ fla 2% fo e~ f(a + ¢¥) do

(n) 1 27 .
(b) fh’nfi) = E‘IO' g —nié f(a+ eio) de

84. Montrer que ’équation 8z% — 6z + 5 = 0 posséde une racine dans chaque quadrant.

27 2T
85. Montrer que (a) J; ecos9 cos (sing) de = 0, (b) f €086 gin (sin 6) dg = 2r.
o

86. Etendre le résultat du probléme 23 de facon & obtenir des formules donnant les dérivées de f(z) en un
point quelconque de ® .

87. Démontrer que l’équation z3e1—2 = 1 posséde exactement deux racines dans le cercle |z]| = 1.
88. Si t> 0 et si C désigne une courbe fermée simple entourant z = — 1, démontrer que

1 ze?t 12

A L ze*t _ _ey

2 §. G 1p dz (t 5) ¢

89. Déterminer toutes les fonctions f(z) analytiques dans |z| <1 et qui vérifient les conditions (a) f(0) = 1 et
(6) 1f(z)1 = 1 pour fz| <1.

90. Soit f(z) et g(z) deux fonctions analytiques i ’intérieur d’une courbe fermée simple C et sur C, f(z) ayant
toutefois des zéros en ay ,a5,... ,ayet des poles en by, by ,..., b, d’ordres respectifs p; , P2, ..., Pmet
4y .95 »---»4,. Démontrer que

mfoetla = 3 po@ - 3 a0
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91.

92.

93.

94,

9s.

96.

97.

98.

99.

100.

101.

102.

103.

Variables complexes

Si fz) = aer+ agen-l+ag2t 2+ -0+ oa, ol ay#0, ay, ..., a, sont des nombres complexes

2 f'(2)
(o} f(2)

2§ ‘
constants et oll C entoure les zéros de f(z), évaluer (a) E}; dz, (b) -2-% ‘i 21z dz et interpréter

f(z)

les résultats obtenus. Rép. (a) —aj/a,, (b) (a2 — 2a0a0)/a?

Trouver toutes les fonctions f(z) analytiques dans |z | << 1 et qui sont telles que (a) f(0) = 3 et (b)
| f(z)| < 3 pour tout z tel que |z | <1.

Montrer que 1’équation z% 4+ 192z + 640 = 0 posséde une racine dans le premier et dans le quatrieme qua-
drant et deux racines dans le deuxi¢me et dans le troisiéme.

Montrer que la fonction xy (x2 — ¥2) ne peut présenter de maximum absolu ni de minimum absolu dans le
cercle |z|=1.

(a) Si une fonction est analytique dans un ouvert connexe & , est-elle bornée dans & ? (b) d’aprés votre
réponse 4 (a) est-il nécessaire de supposer f(z) bornée dans le théoréme de Liouville ?

Déterminer toutes les fonctions f(z) qui sont analytiques dans tout le plan complexe, ont un zéro d’ordre 2
en z = 0, vérifient la condition | f'(z)| < 6 |z | pour tout z et sont telles que f (i) = — 2.

Démontrer que toutes les racines de z5 + z — 167 = 0 sont situées entre les cercles {z| =1 et [z| = 2.

Si U est harmonique & lintérieur d’une courbe fermée simple C et sur C, démontrer que

U _
i‘ st = 0

oll n est un vecteur unitaire normal a C dans le plan des z et ds désigne 1’élément d’arc sur C.

Un théoréme di i Cauchy établit que toutes les racines de I'équation 2" +a,z" 14 g,2"" 2+ - +4q, =0,
oll ay,ap,...,a, sont réels, sont situées dans le cercle |z| =1 + max {a; ,a3,...,a,}, ie lz| =1 plus
le maximum des valeurs a;, a3 ,...,q,. Vérifier ce théoréme dans les cas particulier suivants

(@ B—224+2—1=0, (b) 24+22+1 =0, (c) 2¢4—22—22+2 =0, (d) 24+322—62+10 = 0.

Démontrer le théoréme de Cauchy énoncé dans le Probléme 99,

Soit P(z) un polyndme quelconque. Si m désigne un entier positif quelconque et si w = e”i/m, montrer

que P(1) 4- Plw) + P(w?) + -+ + P(om~1)
m

= P(0)

et donner une interprétation géométrique,.

Le résultat du probléme 101 est-il vrai pour toute fonction f(z)? justifier la réponse.

Démontrer le théoréme de Jensen : Si f(z) est analytique dans le cercle |z| = R et sur celui-ci, sauf pour
les zéros ay,4a3 ,...,a,y dordres py ,py ,...,DPm ¢t les pdles by, by ,...,b, dordres q1,42,...,4y
et si f(0) est fini et différent de zéro, alors

L 2 ; _ m / R n R
o J, voaieen as = Loglol + 8 o B - 3 aos( R

[On pourra considérer D'intégrale »ﬂLng{f/(sz(z)} dz ol C est le cercle |z] = R.]



CHAPITRE 6
Séries infinies,
séries de Taylor, séries de Laurent

SUITES DE FONCTIONS

Les notions du Chapitre 2, pages 40 et 41, sur les suites et les séries numériques s’étendent
aisément aux suites et séries de fonctions.

Soit u, (2), u,(2),...,u, (2),..., ou {u,(2)}, une suite de fonctions définies et uniformes

dans une région du plan de la variable z. On désigne par U(z) la limite de u,(2) quand n — oo,
et I’on écrit lim u, (z) = U(2), si pour tout € positif on peut trouver un nombre N [qui dépend
n—oo

en général a la fois de € et de z] tel que
lu,(2) ~U((2)1 <€ pour tout n>N

Dans de telles conditions on dit que la suite est convergente ou converge vers U(z).

Si une suite est convergente pour tous les points z d’un domaine (R, on appelle R le domaine
de convergence de la suite. Une suite qui n’est pas convergente pour une valeur de z est dite diver-
gente en 2.

Les théorémes sur les limites donnés a la page 40 peuvent s’étendre aux suites de fonctions.

SERIES DE FONCTIONS
A partir de la suite de fonctions {u, (z)} formons une nouvelle suite {S, (2)} définie par

Si(z) = w(?)

Sa(2) = wi(z) + uA2)
Sn(z) = w(z) + uze) + ¢+ un(2)
ou S, (z) appelée la nime somme partielle est la somme des n premiers termes de la suite {u, (2)}.
La suite S, (2),S,(2),... ou {S,(2)} est représentée par
wm(2) + u2) + o0 =Y ua?) (1)
n=1

appelée série infinie. Si lim S, (2) = S(2), la série est dite convergente et S(z) est sa somme ;
n-—o

dans le cas contraire la série est dite divergente. On écrira quelquefois 2 un(2) pour Z u, (2)
n=1
ou X u, par abréviation.

Comme nous ’avons déja vu, une condition nécessaire pour que la série (1) converge est que
lim u, (2) = 0, mais ce n’est pas suffisant. On pourra par exemple se reporter au probléeme 150,
n—rw

chapitre 2 et aussi aux problemes 67 (c), 67 (d) et 111 (a).

Si une série converge pour toutes les valeurs de z dans un domaine (R, on dit que (R est le
domaine de convergence de la série.
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CONVERGENCE ABSOLUE

o0

Une série E u, (z) est dite absolument convergente si la série des valeurs absolues, i.e.
n=i

oo
2 lu, ()|, converge.
n=1

oo (== oo
Si 2 u, (z) converge mais que 2 |u, (2) | ne converge pas, la série 2 u, (z) est dite semi-
n=1 n=1 n=1

convergente,

CONVERGENCE UNIFORME DES SUITES ET DES SERIES

Dans la défintion de la limite d’une suite nous avons fait la remarque que le nombre N dé-
pend en général de € et de la valeur particuliere de z. Il peut arriver cependant que nous puissions
trouver un nombre N tel que |u,(z) — U(z)| < € pour tout n > N, ou la méme valeur de N con-
vient pour tous les points z du domaine (R considéré [i.e. N dépend uniquement de € et non de la
valeur particuliere de z dans R ). Dans de telles circonstances on dit que u, (2) converge uniformé-
ment, ou est uniformément convergente vers U(z) pour tout z dans R.

Si 'on appelle Ru(2) = un+1(2) + Uns2(2) + -+ = S(z) — Sa(2)  le reste d’ordre n, de la
série (1), nous pouvons dire de facon équivalente que la série converge uniformément vers S(z)
dans R , si pour tout € > 0 donné on peut trouver un nombre N tel que pour tout z dans R,

[Bn(2)] = |S(2) = Su(2)| < € pour tout n> N

SERIES ENTIERES

Une série de la forme
@+ ai(z—a) + axz—a)2 + -+ = D az—a)r (2)
n=0

est appelée série entiére en 2 —a. Au lieu de (2) nous écrirons quelquefois Za,(z —a)*.

La série (2) converge de facon évidente pour 2z = a et ce point.peut &tre le seul pour lequel
il y ait convergence [voir probléeme 13(b)]. Cependant en général la série converge également en
d’autres points. En pareil cas on peut montrer qu’il existe un nombre positif R tel que (2) con-
verge pour |z—a| < R et diverge pour | z—a| > R,cependant que pour |z—a| = R elle peut
ou non converger.

Géométriquement si I' est le cercle de rayon R centré en z = q, alors la série (2) converge
en tous les points intérieurs a I' et diverge en tous les points extéjieurs ; elle peut ou non con-
verger sur le cercle I'. Les valeurs spéciales R = 0 et R = o correspondent aux cas ol (2) con-
verge uniquement en z = ¢ ou converge pour toute valeur (finie) de z. En raison de cette inter-
prétation géométrique R est souvent appelé le rayon de convergence de (2) et le cercle corres-
pondant est appelé le cercle de convergence.

QUELQUES THEOREMES IMPORTANTS

Pour servir de référence nous donnons ici une liste de quelques théoremes importants sur les
suites et les séries. Beaucoup d’entre eux sont trés proches de théorémes analogues pour les va-
riables réelles.

A. Théorémes généraux
Théoréme 1. Si une suite a une limite, cette limite est unique [i.e. c’est la seule].

Théoréme 2. On considére u, = a, + ib,, n=1,2,3,..., olt g, et b, sont réels. Une
condition nécessaire et suffisante pour que{u,} converge est que {a,} et {b,}convergent.
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Théoréme 3. Soit {a,} une suite réelle possédant les propriétés
i e,,,=a ou g, <g, (ii) la,] <M (une constante)

Alors {a,} converge.

Si la premiere condition de (i) est réalisée la suite est dite monotone croissante, si la deu-
xiéme condition de (i) est réalisée la suite est dite monotone décroissante. Si la propriété (2)
est vérifiée la suite est dite bornée. Le théoréme établit donc que toute suite monotone bornée
(croissante ou décroissante) posséde une limite.

Théoréme 4. Une condition nécessaire et suffisante pour que {u,} converge est que pour
tout € > 0 on puisse trouver un nombre N tel que |u, —u, | <e pour tout p >N, g > N.

Ce résultat qui présente I’avantage de ne pas faire figurer la valeur de la limite est appelé
le critére de convergence de Cauchy.

Théoréme 5. Une condition nécessaire pour que Zu, converge est que lim u, = 0. Cepen-
n—oo

dant cette condition n’est pas suffisante.
Théoréme 6. La multiplication de chaque terme d’une série par une constante non nulle

ne change pas la nature de cette série. Si ’on retranche (ou si ’on ajoute) un nombre fini de
termes d’une série celle-ci ne change pas de nature.

o

Théoréme 7. Une condition nécessaire et suffisante pour que 2 (a, + ib,) converge,a,

oo =) n=1
et b, étant réels,est que Z a, et Z b, convergent.
n=}1 n=1

Théorémes sur la convergence absolue.

=) oo

Théoréme 8. Si ' |u,| converge alors ¥ u, converge. Autrement dit une série absolu-
n=1 n=1
ment convergente est convergente.

Théoréme 9. Les termes d’une série absolument convergente peuvent étre ordonnés de fagon
quelconque, la série ainsi obtenue converge vers la méme somme. Les sommes, différences et
produits de séries absolument convergentes sont également absolument convergentes.

Ces résultats ne s’appliquent pas aux séries semi-convergentes (voir probleme 127).
Critéres spéciaux de convergence
Théoréme 10. (Critéres de comparaison).
(a) Si Z]v,| converge et si Ju,| < |v,|, alors Zu, converge absolument.
(b) Si Z|v,| diverge et si |u,| = |v,|, alors Z|u,| diverge mais 2u, peut converger ou di-
verger.

Théoréme 11. (Critére de d’Alembert)

un+1
un
L = 1 on ne peut conclure.

Théoréme 12. (Critere de Cauchy).
Si lim \n/lun] = L, alors Zu, converge (absolument) si L <1 et diverge si L > 1. Si L =1

n— oo

Si lim
n->oo

= L, alors Zu, converge (absolument) si L < 1 et diverge si L > 1. Si

on ne peut conclure.

Théoréme 13. (Critér}s:{ de l’intégrale). Si f(x) 2 0 pour x > qa, alors 2 f(n) converge ou di-

verge selon que lim f f(x) dx converge ou diverge.
M— oo a
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Théoréme 14, (Critére de Raabe).

un+1

u
semi-convergente si L 2£1.SiL=1 on ne peut conclure.

Si lim u(l—-

n—oo

)——- L, alors Zu, converge (absolument) si L > 1 et diverge ou est

Théoréme 15, (Critére de Gauss).

u c .
Pl =1 ——+ —'2’ ou |¢,| <M pour tout n > N, alors Zu, converge (absolument)
u, n n

si L > 1 et diverge ou est semi-convergente si L < 1.

Si

Théoréme 16. (Critére des séries alternées).

. : _ -1
Sia,>0,a,,<a, pour n =1,28,...etlim a, = 0,alors a;, —a, + a;—- - = Z(—1)"
converge. n=e

D. Théorémes sur la convergence uniforme
Théoréme 17. (Critére de Weierstrass). .
. Silu,(z)| <M, ou M, est indépendant de z dans une région (R et ZM, converge, alors
Zu,(z) est uniformément convergente dans (R.

Théoréme 18. La somme d’une série uniformément convergente de fonctions continues est
continue, i.e. si u,(2) est continue dans R et si S(z) = Zu,(z) est uniformément convergente
dans (R, alors S (z) est continue dans R .

Théoréme 19. Si {u, (z)} est continue dans R, si S(z) = Zu,(2) est uniformément conver-
gente dans (R et si C est une courbe de R, alors

LS(z) dz = j; ul(z“) dz + ‘Luz(z) dz +

J;{Eun(z)}dz = EJ; Un(2) dz

En d’autres termes une série uniformément convergente de fonctions continues peut étre inté-
grée terme a terme. '

ou

: d :
Théoreme 20. Si u,(2) = o u,(z) existe dans R, si Zu,(z) converge uniformément dans
z

d
R et si Zu,(z) converge dans R, alors = Zu, (2) = Zu,(2).

Théoréme 21. Si les fonctions u, (z) sont analytiques, si Xu,(2) converge uniformément
dans R, alors S (z) = Zu,(z) est analytique dans (R.

E. Théorémes sur les séries entiéres

Théoréme 22. Une série entiere converge uniformément et absolument dans tout ouvert con-
nexe intérieur au cercle de convergence.

Théoréme 23.

(a) Une série entiére peut étre dérivée terme a terme dans tout ouvert connexe situé a
I'intérieur du cercle de convergence.

(b) Une série entiere peut étre intégrée terme a terme sur toute courbe C située entiére-
ment a lintérieur du cercle de convergence.

(¢) La somme d’une série entiére est continue dans tout ouvert connexe situé entierement
a l'intérieur du cercle de convergence.

Ces propriétés sont des conséquences des théorémes 17, 18, 19 et 21.

Théoréme 24, (Théoréme d’Abel).

Considérons la série Za_z" de rayon de convergence R et supposons que z, est un point
n Q
du cercle de convergence pour lequel la série converge. Alors lim Xa, 2" = Zanzg ou z = z,
de D’intérieur du cercle de convergence. 2720
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Des extensions a d’autres séries de puissances peuvent étre faites aisément.

Théoréme 25. Si Xa,2" converge vers zéro pour tout z tel que [z2] <R ou R > 0, alors
a, = 0. De facon équivalente on peut dire que si Za, 2" = 2b, 2" pour tout z tel que
tz| <R, alors a, = b,,.

THEOREME DE TAYLOR

Soit f(2) une fonction analytique a l'intérieur d’une courbe fermée simple C et sur C. Alors

fla+h) = fl@) + ki) + Hf@) + o+ Lo 4o 3)
ou en posant .z =q+h, h=2z2—a,
o) = @ a o+ P g @
(2) fla) + f(a)(z—a) + 21 (z—a)® + + — (z—ay + «-- (4)

Ceci est appelé le théoreme de Taylor et la série (3) ou (4) est appelée série de Taylor ou dévelop-

pement de Taylor de f(a + h) ou f(2).

Le domaijne de convergence de la série (4) est défini par |z — a| < R, le rayon de convergence
R étant égal a la distance de a a la singularité de f(2) la plus proche. Sur |z—al = R la série peut

ou non converger. Pour |z —a| > R la série diverge.

Si la singularité la plus proche est a ’infini, le rayon de convergence est infini, i.e. la série
converge quel que soit z.

Si a = 0 dans (3) ou (4) la série obtenue est souvent appelée série de Maclaurin.

QUELQUES SERIES PARTICULIERES

La liste qui suit contient quelques séries particulieres avec leurs domaines de convergence. Dans

le cas de fonctions multiforme on a indiqué la branche principale.

1. e = 1+z+§%+§?+---+-§;—+--- | 2] <
2. sinz = z—§%+§§—-a-(—1)”"‘(2—f%+--- 2] <
3. cosz = 1—;—2!-*-24—!— ( 1)"“%+-~- 2] < oo
4.Log(1+2) = z—%2+§—.--(—1)n—12—n l2] <1
5. arctg 2 :z—§+355-—~-(—1)"‘1%1—1+-~- 2 <1
6. 1+2p = 1+pz+z)—(p2—!_—1)z2+---+p(p_1)"n'!(p_n+1)z"+~-' ] <1

C’est la série du bindme. Si (1 + z)? est multiforme le résultat est valable pour la branche
de la fonction qui prend la valeur 1 pour z = 0.

THEOREME DE LAURENT ‘

Soit C, et C, des cercles concentriques, de centre a et
de rayons respectifs R, et R, [Fig. 6.1]. On suppose que f(2)
est uniforme et analytique sur C, et C, et également dans la r
couronne R [ou région annulaire R} limitée par C, et C, et 1
ombrée dans la figure 6.1. Soit ¢ + h un point quelconque de
R, on a alors

f(a+h) = ao + aih + a2h* + -
Fig. 6-1

a-1 a—2 a-3
Tt (5)
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~

ou Un =

NIH

n=29012
§ z_a)n+1 s Ly Gy e

e, : (6)
1

Aen = § (z—a)* 1 f(z) dz n=123,...
Cq

“’I

C, et C, étant décrits dans le sens positif par rapport a leurs intérieurs.

Nous pouvons dans les intégrations ci-dessus remplacer C; et C, par tout cercle concentrique
C situé entre C, et C, [voir probléme 100]. Les coefficients (6) peuvent alors étre écrits au moyen
de la formule unique

@ = 25 § (2 —(z;nﬂ n=20,=x1=x2 ... 4}

Avec un changement convenable de notation on peut alors écrire

) = a0+ mlz—a) + alp—ap + o+ o (za_';)z +oe (8)
; . f(9) o e
ou G = 5 A (é_a)nﬂdz n=0,=x1,=x2, ... (9)

Ceci est appelé le théoreme de Laurent et (5) ou (8) avec les coefficients (6), (7) ou (9) est appe-
lée une série de Laurent ou un développement de Laurent.

La partie a, + a,(z —a) + a,(z —a)? + - - - est appelée la partie analytique de la série de
Laurent cependant que le reste de la série formé des puissances négatives de z — a est appelé la
partie principale. Si la partie principale est nulle, la série de Laurent se réduit a une série de Taylor.

CLASSIFICATION DES SINGULARITES

Il est possible de classer les singularités d’une fonction f(z) par ’examen de sa série de
Laurent. Dans ce but nous supposerons dans la figure 6.1 que R, = O si bien que f(2) est analy-
tique a lintérieur de C, et sur C, excepté en z = a qui est une singularité isolée [voir page 67].
Dans la suite, toutes les singularités seront supposées isolées sauf indication contraire.

1. Poles. Si f(z) a la forme (8) dans laquelle la partie principale ne posséde qu’'un nombre

fini de termes donnés par

zZ—a (z —a)? + (z—a)"

-1 a_» .
+ + P

ou a_, #+ 0, alors z = a est appelé un pdle d’ordre n. Si n = 1 on a affaire a un pole
simple.

Si z = a est un pole de f(z) alors lim f(2) = o [voir probléme 32].

z—q
2. Singularités apparentes. Si une fonction uniforme f(z) n’est pas définie en z = a mais si
lim f(z) existe, alors 2 = a est appelée une singularité apparente. Dans un pareil cas on
z—>a
définit f(z) pour z = @ comme étant égal a lim f(2).
z—a
Exemple : Si f(z) = sin z/z alors z = O est une singularité apparente car f(0) n’est pas défini mais
lim sin z/z = 1. On définit f£(0) = hm sin z/z = 1. On remarque que dans ce cas

0.
sinz 1 BB a7 g2
z ;{z' TR T T } R THR TR TH

3. Singularités essentielles. Si f(2) est uniforme alors toute singularité qui n’est ni un pdle ni une
singularité apparente est appelée une singularité essentielle. Si z = a est une singularité essen-
tielle de f(z), la partie principale du développement de Laurent posséde une infinité de termes.

1+1

I REY z3-*----, on en déduit
2 3!

Exemple : Le développement de ell? sgcrivant el/z = 1 + +

que z = 0 est une singularité essentielle.
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Les deux théorémes suivants sont intéressants (voir problémes 153-155).

Théoréme de Casorati-Weierstrass. Dans tout voisinage d’une singularité essentielle isolée
une fonction f(z) analytique (sauf en a) devient aussi voisine qu'on le veut de tout nom-
bre complexe A. En d’autres termes étant donné les nombres positifs quelconques & et €, et
un nombre complexe arbitraire A, il existe une valeur de z intérieure au cercle |z —a| = §

pour laquelle |f{z) — A| <e.

Théoréme de Picard. Dans tout voisinage d’une singularité essentielle isolée a, une fonction
f(2) analytique par ailleurs, prend toute valeur complexe avec peut-étre une exception.

4. Points de branchement. Un point z = z, est appelé point de branchement de la fonction mul-
tiforme f(2) si les branches de f(z) s’échangent quand z décrit un contour fermé autour de
2, [voir page 37]. Chacune des branches de la fonction multiforme étant analytique tous les
théorémes sur les fonctions analytiques, en particulier le théoréme de Taylor, s’appliquent,

Exemple\ : La branche de f(z) = z1/? qui prend la valeur 1 pour z = 1, poss¢de un développement en

série de Taylor de la forme ag ta(z—1) +a,(z— 1)2 + -+ de rayon de convergence
R =1 [la distance de z = 1 4 la singularité la plus proche qui est ici le point de branchement
z=0].

5. Singularités 4 I'infini. En posant z = 1/w dans f(2) on obtient la fonction f(1/w) = F (w).
Alors la nature de la singularité a z = o {le point a I’infini] est définie comme étant la méme
que celle de F(w) en w = 0,
Exemple : f(z) = z% 3 un pole triple en z = o car F(w) = f(1/w) = l/w3 possede un pdle triple en
z = 0. De la méme fagon ¢® posséde une singularité essentielle en z = oo car F(w) = f(1/w) = elfw
a une singularité essentielle en w = Q.

FONCTIONS ENTIERES

Une fonction qui est analytique en tout point a distance finie [i.e. partout sauf a z = 0] est ap-
pelée une fonction entiere. Les fonctions e?, sin z, cos 2z sont des fonctions entiéres.

¥
Une fonction entiere peut étre représentée par une série de Taylor ayant un rayon de convergence
infini, Réciproquement si une série entiére a un rayon de convergence infini elle représente une fone-
tion entiere.
On remarque que d’apres le théoréme de Liouville [chapitre 5, page 119] une fonction analytique
en tout point (y compris z = < est constante.

FONCTIONS MEROMORPHES

Une fonction analytique en tout point a distance finie sauf en un nombre fini de poles, est ap-
pelée une fonction méromorphe.

Exemple : z 5 qui est analytique en tout point a distance finie sauf en z = 1 (pdle simple) et

(z—1)(z+3)
z = — 3 (pdle double) est une fonction méromorphe.

DEVELOPPEMENT DE LAGRANGE

Soit z la racine de z = a + {¢(2) qui prend la valeur 2 = a quand { = 0. Alors si ¢(z) est analy-
tique dans et sur un cercle C contenant z =¢, on a

¢ = o+ SEL @ (11)

=hin!lder?!

Plus généralement si F (2) est analytique a l'intérieur de C et sur C, on a

F@) = P + 35T P@ e (12)

n=1

Le développement (12) et le cas particulier (11) sont souvent appelés développements de Lagrange.
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PROLONGEMENT ANALYTIQUE y

Supposons que nous ne connaissions pas de fagon
précise une fonction analytique f(z) mais seulement son
expression a l'intérieur d’un cercle de convergence C,
centré en a [Fig. 6-2] sous forme de la série de Taylor

a0 + m(z~a) + ax(z—a)® + - - (13)

En choisissant un point b intérieur a C; nous pouvons ~
déterminer la valeur de f(2) et de ses dérivées en b £ Contour P,
d’aprés (13) et parvenons ainsi a la nouvelle série x

bo + bi(z —b) + ba(z—b)* + -+ (14)

——

Fig. 6-2
possédant un cercle de convergence C,. Si C, s’étend a ’extérieur de C; alors les valeurs de f(2)

et de ses dérivées peuvent étre obtenues dans cette nouvelle région et nous avons ainsi obtenu plus
de renseignements sur f(z).

On dit dans ce cas que f(z) a été prolongé analytiquement au-dela de C, et l’on appelle ce
procédé le prolongement analytique.

Le procédé en question peut naturellement &tre répété indéfiniment. Ainsi choisissant un point
¢ intérieur a C, nous aboutissons a une nouvelle série de cercles de convergence C; qui peut s’étendr
au-dela de C, et C,, etec.

L’ensemble de toutes ces représentations sous forme de séries entiéres, i.e. tous les prolonge-
ments analytiques possibles, est défini comme étant la fonction analytique f(z) et chacune de ces
séries entiéres est quelquefois appelée un élément de f(z).

En effectuant des prolongements analytiques nous devons éviter les singularités. Par exemple
il ne peut y avoir de singularité dans la figure 6-2 qui soit a la fois a l'intérieur de C, et sur la
frontiére de C,, sinon (I14) divergerait en ce point. Dans certains cas les singularités sur le cercle
de convergence sont si nombreuses que tout prolongement analytique est impossible. Dans ces cas
la frontiére du cercle est appelée une frontiére naturelle [voir probléme 30]. Les fonctions repré-
sentées par des séries possédant des frontiéres naturelles sont appelées fonctions lacunaires.

En passant du cercle C; au cercle C, [Fig. 6-2] nous avons choisi une trajectoire des centres
a,b,c,...,p que nous appellerons contour P,. D’autres contours peuvent également étre choisis
eg.a,b’,c',...,p noté contour P,. Une question se pose de savoir si I'on obtient la méme
représentation en série entiére, valable a l'intérieur de C, si I’on choisit des contours différents. La

réponse est oui dans la mesure ou la région bornée par P, et P, ne posséde pas de singularité.

Pour une discussion plus compléte du prolongement analytique, voir Chapitre 10.

Problemes résolus

SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

1. Démontrer a ’aide de la définition, que ]im <1 +%> = 1 pour tout z.

n=—x

Etant donné € > 0, nous devons trouver N tel que |1 +z/n — 1| < e pour n > N. Alors |z/nl <e,
ie. lz|/n<e si n>|z|[e=N.
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2. (a) Démontrer que la série z2(1—2) +22(1—2) +23(1—2)+ ‘- converge pour |z| <1 et
(b) trouver sa somme,

La somme des n premiers termes de la série est

Spz) = 2(1—2) + 22(1—2) + -+ + 21 —2)
:z—z2+z2_z3+...+zn_zn+l
f— z - 2n+1
Log,
D’autre part S.(2) — 2| = |—zntl| = |zn+1 < ¢ pour (n+1)Loglz|<Loge, ie. n+1 >Log’1z‘ ou
n >].oge|__1 si 27 0.
Loglz|

Siz=0, S,(00=0 et S, (0)—0| < e pour tout n.
On a donc nle Sp{(z) =z, qui est la somme demandée pour tout z tel que |z | <1.

Autre méthode
De S,(z)=z - "1 on tire [d’aprés le probléme 41, Chapitre 2 dans lequel nous avons montré que
lim z" =0 si [z]<1],
n—)ao
Somme demandée = S(z) = lim S,(z) = lim (z—z%1) =
N - X n=—+ 0

CONVERGENCE ABSOLUE, CONVERGENCE UNIFORME

3. (¢) Démontrer que la série du probléme 2 converge uniformément vers la somme 2z pour |z | < 17
(b) La série converge-t-elle uniformément pour ]z | << 1? Expliquer.

s , Loge . -
(a) Dans le probleme 2 nous avons montré que |S,, (z) —z | < e pour tout n >[_og%l_ — 1, i.e. la série con-
verge vers la somme z pour {z]| <1 et donc pour |z| <%.
. 1 Log € 1 ,
Silz|< - la plus grande valeur de L—o—g_—l_z_l-_ 1 est obtenue pour |z| = 7 et est donnée par
Log €

Im — 1 = N. On en déduit que [S,, (z) — z| <€ pour tout n > N dépend seulement de ¢ et non

L 1 - , , 1
de la valeur particuliére de z dans |z | < 5 La série converge donc uniformément vers z pour |z | < 5 -

(b) Le méme argument que celui donné dans la partie (¢) peut servir 3 montrer que la série converge unifor-

mément vers sa somme z pour |z| << 0,9 ou |z| < 0,99 en utilisant respectivement N:]—f‘?ogg(g—g)~ 1 et
_ Loge ’
Log(0,99)

Cependant il est clair que nous ne pouvons étendre ce raisonnement a |z | < 1 car il faudrait utiliser
~Lloge
= oot

La série ne converge donc pas uniformément pour |z | < 1.

— 1 qui est infini, i.e. il n’existe pas de valeur finie de N qui puisse étre utilisée dans ce cas.

1
4. (a) Démontrer que la suite { o
+ nz

= 2. (b) Le domaine de convergence uniforme de (a) peut-il étre étendu ? Expliquer.

} converge uniformément vers zéro pour tout z tel que

| 2z

1 , | |
m—o < e quand 5——— < e ou |1+ nz| > 1/e. D’autre part [14nz| = 1 + |nz =

(@) Nous avons |1—f—1nzi

L+mnlzl et 1+mnizl 2 1+ne > 1/e pour n > Ve—1 . La suite converge donc vers zéro pour |z |> 2.

for |z| > 2. 2]
Pour déterminer si elle converge uniformément vers zéro, remarquons que la plus grande valeur de 1/ ez_l 1
dans |z | 2 2 est obtenue pour z = 2 et est donnée par %{(1/6) — 1} = N. On en déduit que 1 i 0] < e

pour tout n > N ol N dépend seulement de € et non de la valeur particuliére de z tel que |z| > 2. La
suite est donc uniformément convergente dans ce domaine.
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1/e) — 1
(b) Si & est un nombre positif quelconque, la plus grande valeur de £/Tz)|—- dans |z| = § est obtenue pour
|z| = & et sa valeur est gy—gl_—l Comme dans la partie (¢) on en déduit que la suite converge uniformé-

ment vers zéro pour-tout z tel que |z | > §, i.e. dans toute région excluant tous les points d’un voisinage
de z = 0, ’

Comme & peut étre choisi arbitrairement proche de zéro on en conclut que la région de (¢) peut étre
considérablement étendue.

5. Montrer que (a) la fonction somme du probleme 2 est discontinue en z = 1, (b) la limite dans
le probléeme 4 est discontinue en z = 0,

(@) D’aprés le probléme 2, S,(z) = z—27+1 S(z) = lim S,(2). Si {2/ <1, 8(z = lim S,(2) =
n = o0

T

Siz=1, S,z) = 8,(1) =0 et lim S,(1) = 0. Ainsi S(z) est donc discontinue en z = 1.

n=—+x

(b) D’aprés le probléme 4 si I’on écrit u,(z) = et U(z) = lim u,(z) nous avons U(z} = 0 si

14+ nz
z#F 0et1siz=0.U(z) est donc discontinue en z = 0.

Ces résultats sont des conséquences du fait [voir probléme 16] que si une série de fonctions continues
converge uniformément dans une région & , alors la fonction somme est continue dans # . Dans ces condi-
tions si la fonction somme n’est pas continue, 13 série ne peut pas converger uniformément. Un résultat
semblable est valable pour des suites.

6. Montrer que la série du probléme 2 est absolument convergente pour {z| <1.

Soit To(x = [z21=2)] + |220A~2)] + - + [22(1—2)]
[1—z|{lz| + |22 + |23 + -+ + [2|*}

wanfi]

Si |2| <1, alors 1}1_131 |zl = 0 et lim T,(z) existe si bien que la série converge absolument.

= n=x

i

1l

On remarquera que la série des valeurs absolues converge dans ce cas vers

CRITERES PARTICULIERS DE CONVERGENCE
7. Si Z |v, | converge et si |u,| <|v,|,n=1,2,3,..., démontrer que Z |u, | converge également
(i.e. établir le critére de comparaison). '
Soit S, = |uy| + |ug] + -0+ |uy,, Tp = |vg] + vy + o0 F |v,].
Puisque Z |v, | converge, r}% T, existe et soit T cette limite. Alors comme |v,| >0, T, <T.
Dot S, = Juy +|ug|+ oo +lu,| S [vf+ vy + - F+(v,] =T ou 0=8,=T.

Dans ces conditons §,, est une suite monotone croissante et bornée, elle a donc une limite [Théoréme 3,
page 141] ie. Z|u,| converge.

8. Démontrer que l + zlp + 31p +ooe = ;LI; converge quel que soit p > 1.
n=1
11
Nous avons 1r ~ 1p-1
1,1 1,1 _ 1
2p+§£ = §;+§; = —21"‘1
i,1 1 1 1,1 1l . 1
+5p+ +7p=4p+4p+ +4p_4p_1
etc., ol nous considérons 1, 2, 4, 8,... termes de la série. On en déduit que la somme d’un nombre fini de

termes de la série donnée est inféricure a la série géométrique
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1 1 1 1 _ 1
=1 T i tTHE i T T T 1-—1/20-1

qui converge pour p > 1. La série donnée converge donc.

Par une méthode analogue & celle utilisée ici, & I’aide du critére de comparaison pour la divergence [Théo-

reme 10(d) page 141], nous pouvons montrer que i L,, diverge pour p < 1.
n=1 T

9. Démontrer qu’une série absolument convergente, est convergente.

Supposons que X |u,| converge, montrons que X u, converge.

Soit Sy = uy T up+ o Fuy et Ty o= uyl + w4 v+ Juyl.  Alors
S+ Tu = (ug+tuy) + (@atiugl) + oo 4 (upy +luyl)
= 2wy + 2 us] T o 4 2 uy
Puisque 2 |u, | converge et que u, + |u, | > 0 pour n=1,2,3,..., on en déduit que Sy, + Ty, est

une suite bornée monotone croissante et donc Mlim (Sps + Tpy) existe.
—> o0

Comme A/}im T, existe [car par hypothése la série est absolument convergente],
—> oo

lim Sy, = N}im Sy +Ty—Ty = A}im S+ Ty) — lim Ty

Moo M=+

existe également ce qui démontre le théoréme.

0

, 2"
10. Démontrer que ;lm
o ‘_ W 1 1

converge (absolument) pour |z| < 1.

I

Si lz| =1, alors

nn+1)|  wmr+1) T an+1) T w2’
C'd'tu_—zn—v:'—d 1 itére d i t utilisant le fait Elo
onsidéran " gt T w ans le critére de comparaison et utilisant le fait que = con
verge [probléme 8 avec p = 2] nous voyons que X |u, | converge, i.e. = u, converge absolument.
11. Démontrer le critere de d’Alembert.
u |
Nous devons montrer que si lim %" = L < 1, alors Z |u,| converge ou, d’aprés le probléme 9,
N =+ 0
2 u, est (absolument) convergente. "
Uy +
Par hypothése nous pouvons choisir un entier N suffisamment grand pour que n = N entraine C ” L
n 1

ol r est une constante telle que L <x < 1. On a alors

|

luy+1l = 7 luyl

1A

[+ o Tluy gl < 12 luyl

Un+sl = rlug gl < 13 fuyl
etc. Par addition, .
‘Z{I\vflj + luN+2| 4o = ‘V’ZLN‘ (T+7‘2+7‘3+ "')

et donc Z |u, | converge d’apres le critére de comparaison car 0 <r <'1.

0 n—1
12. Déterminer le domaine de convergence de la série > 9—4—_-2)—3——"
=1 (n+1)74

_1 t ’ .
Siou, = ((—z—j:—i));‘l—, alors Up4q1 = % D’oll en excluant la valeur z = 2 pour laquelle la série
n mn n T
converge, nous avons :
lim | Xri2 lim | &+2) (n+1)3l N ]
N~ o0 Uy n=x 4 (n + 2)3 4
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2 .
La série converge donc (absolument) pour ! <l1,ie [z+2]|<4.

Le point z = — 2 vérifie la condition |z + 2| < 4,
Si IZ—:2-1 =1, ie. |z + 2| = 4, le critére de d’Alembert ne s’applique
plus. Toutefois on peut voir que dans ce cas
(z+2)"1 1 < 1
(n+1)34n 4(n+1)3 n3

n n
converge absolument.

1 , . 1 - s s
et comme X —5 converge | série 2 —, avec p = 3 | la série considérée

On en déduit que la série donnée converge (absolument) pour
|z + 2] < 4. Géométriquement on obtient ainsi I’ensemble de tous
les points intérieurs au cercle de rayon 4 centré en z = — 2 ou
situés sur ce cercle ; ce cercle est appelé le cercle de convergence
[ombré dans la figure 6-3]. Le rayon de convergence est égal a 4.

Fig. 6-3

13. Déterminer le domaine de convergence des séries (a) im, () X ntzn
n=1

n=1 (2n - 1) !
. _ (—1)n—1z2n-1 _ (__l)nzzn+1 s a = 13 .
(@) Si u, = en—1r alors wu,,; = W D’ou si 'on ne tient pas compte de la valeur
z = 0, valeur pour laquelle la série converge, nous avons
. Up+1 _ . _2Zen—11) _ 2n—1)! |22
il el B T e @rt+ DED)E@n— D)1
[2]2

i

P 1 Y

o @+ DEn)
pour tout z fini. La série converge donc (absolument) quel que soit z, ce que I’on traduit en disant la
série converge pour |z | < oo. De fagon équivalente on peut dire que le cercle de convergence est infini
ou que le rayon de convergence est infini.

(b) Siu, =n! z", Uy =@+ 1)! z"*1. En excluant z = 0 valeur pour laquelle la série donnée converge,
nous avons

Un iy (n+1)1zn+1

lim = lim lim (n+1)]z] = =
n=+w Un n—+o n ! FAd n=+x
La série converge donc seulement pour z = 0.
THEOREMES SUR LA CONVERGENCE UNIFORME
14. Démontrer le critere de Weierstrass, i.e. si dans une région R, |u, )| <M,,n=1,2,3,...,

ou les M, sont constantes positives telles que XM, converge, alors Zu,(2) est uniformément
(et absolument) convergente dans (R.

Le reste d’ordre n de la série Zu,(z) est R,(z) = u,,,(z) + u,, ,(z) + ---. De plus
IBu(z)] = |un+1(2) + Un+2(2) + ol = |upr1 @)+ Jupia (B + o
E My + My + -0
Mais M, ,, + M, ,, + --- peut étre rendu inférieur a € en choisissant n > N, car XM, converge. NV étant

visiblement indépendant de z, nous avons IRn (z)| < € pour n > N, et la série est uniformément convergente.
La convergence absolue s’obtient au moyen du critére de comparaison.
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15. Que peut-on dire de la convergence uniforme des séries suivantes dans les régions indiquées ?

3 < ‘ S 1 < osnz
)n;;—m, 2 = 1; (b);n2+z2,1<lz\<z; 2 =1

. zn lzln 1 .
(@) Si uy(z) = ———, alors |u,(2)} = —=— = —< si |z| = 1. En posantM
" nn+1 " nvn+1 nd/2 "
que ZM, converge (série du type 1/n? avec p = 3/2). D’aprés le critére de Weierstrass la série converge
donc uniformément (et absolument) pour |z | < 1

1
= ;5/—2, nous voyons

1 1 1 .
—_— = 4+ =+ ..., On peut ometire les deux premiers termes sans
12+z2+22+22+32-‘-22+ ' P b

changer pour cela la nature de la série du point de vue convergence uniforme. Pour n 2 3 et 1 <|z | <2,
nous avons 1 9
=<

n2+ 22| — n?

(b) La série donnée est

mi+22 z |n? — (22 Z n2—-4 Z

1pn2
gt ou |

Lo 2, PN s .
La séric > 2 etant convergente, on en déduit d’aprés le critere de Weierstrass (avec M, = 2/n2) que
n=3

la série donnée converge absolument et uniformément pour 1 < |z| < 2.

On remarquera que la convergence,et donc la convergence uniforme, n’existe plus pour |z| =1 ou
|z| = 2 [plus précisément en z = * j et z = + 2j]. La série ne peut donc pas converger uniformément
pour 1 < |z| < 2.

(¢) Siz=x+ iy nous avons
cos nz _ einz - g—inz eint—ny  g—inx + ny
nd N 2n3 2n3

_ e ™ (cosnxr + isinnx) €™ (cos nx — 1sin nx)
3 + 3
2n 2n

Les séries

< e™ (cos na — 1sin nx) < e~ ™ (cosna + 1sin nx)
p et I

n=1 2%3 n=1 2%3

pour y > 0 et y <0 [car dans ces cas le terme général ne tend pas vers zéro]. La série ne peut donc pas
converger pour [z] < 1 et a fortiori n’est pas uniformément convergente dans cette région.

ne peuvent converger respectivement

L. . , s e COS nX
La série converge pour y = 0, l.e. si z est réel. Dans ce cas z = x et la série s’écrit }_‘
n=1 n3
., .., |cosnx 1 ‘ o 1 L . .
Alors de l'inegalité <= et du fait que S - converge, on déduit d’aprés le critére de
n n=1n

n3

Weierstrass (avec M, 1/n3) que la série donnée converge uniformément sur tout intervalle de 1’axe réel.

16. Démontrer le théoréme 18, page 142, ie. si u,(2), n =1,2,3,...,est continue quel que soit

n, pour z appartenant a (R et si 2 U, (z) converge uniformément vers S(z) dans R alors S(z)

- n:l
est continue dans (R.

Si S,(z) = uy(2) +Fusle) + o Fu,(z), et si R,(z) = wu,.q(2) +u,,q(2)+ -+ désigne le reste d’ordre n,
il est clair que
S(z) = S,(z) + R,(2) et S(z+h) = Suz+h) + B, (z+h)

et donc S(z+h) — 8(z) = Su(z+h) — Sy(2) + Ralz+h) — R,(2) (1)
ou z et z + h sont dans & .

S,(z) désignant la somme d’un nombre finide fonctions continues, est continue. Alors étant donné e> 0
nous pouvons déterminer § tel que

1Su(z+h) — S,2) | < ¢/3 pour |h| < 8 (2)
La série étant par hypothése uniformément convergente on peut trouver N tel que pour tout z dans & .
B,(2)] <€/3 et 'R, (z+ k) < /3 pout n> N (3)
Alors de (1), (2) et (3),
[Sz=h) = 8@ = [Sulz+h) =8| + | Rz +h) + |[Ry(2)] < e

pour |h| <& et tout z dans &”, ce qui établit la continuité,
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17.
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Démontrer le théoreme 19, page 142, ie. si {u,(2)}, n=1,2,3,..., est un ensemble de

fonctions continuesdans R, si S(2) = 3, uq(2) est uniformément convergente dans R et si C
est une courbe de (R, alors et

j;S(z)dz = f(g >dz = 2funz)dz

Comme dans le probléme 16, nous avons S (z) = §,(z) + R,,(2) et ces fonctions étant continues dans &
[d’aprés le probleme 16] leurs intégrales existent, i.e.

LS(z)dz = LSn(z)dz + fR,,(z)dz
= Lul(z dz + fuz(z)dz . fcun(z)dz + J;Rn(z)dz

Par hypothése la série est uniformément convergente si bien que pour tout € > 0 nous pouvons trouver
un nombre N indépendant de z dans & tel que |R,(z)| <€ pour n > N. Si I'on désigne par L la longueur
de C nous avons [d’aprés la propriété 5, page 93}

f R.(2)dz
J; S(z)dz — j; S,(2) dz :

peut étre rendu aussi petit qu’on le désire en choisissant n suffisamment
grand, ce qui démontre le résultat.

< eL

D’ou

THEOREMES SUR LES SERIES ENTIERES

18.

19.

Si une série entiére Xa, 2" converge pour z = 2z, ¥ 0, montrer qu’elle converge (a) absolu-
ment pour |z| < |zg|, (b) uniformément pour 2] < |z;] o |z, | <lzo .

(e¢) La série Za Zo étant convergente, lim anzg =0 et l'ona !anzgl <1 pour n suffisamment grand, i.e.

la,| < 2—1‘; pour n > N. Alors
120l

IIA

© a0 < ‘Z|"
2 lape™ = E |an| |2|" e
N+1 N+1 N+1 %0

&)

Mais la derniére série de (/) converge pour |z| <|zy| et donc d’aprés le critére de comparaison la
premiere série converge également, ie. la série donnée est absolument convergente.

z n
(b) Soit M, = ;—1‘; La série 2, converge car |z, | <|zy|. Comme dans (a), la,z,| <M, pour z <z,
2o,

et donc d’aprés le critére de Weierstrass, Zanz" est uniformément convergente.

On en déduit qu’une série entiére est uniformément convergente dans tout compact situé dans l'in-
térieur du cercle de convergence

Démontrer que la série entiére Z a,2" et sa série dérivée S‘ na,z"~' ont méme rayon de
convergence, n=0 n=0

Désignons par R > 0 le rayon de convergence de Za,z”. Sit 0 < {zql <R, d’aprés le probleme 18

- 1
nous pouvons choisir N tel que la, < —,, pourn > N.

120l
Les termes de la série 3 |na,2"~! = Znla,||s|»~1 peuvent donc pour n > N étre rendus inférieurs
“lyln—1
aux termes correspondants de la série 2n d
n
2} < Izy| <R. 70|

La série Zna,z"~1 converge donc absolument pour tous les points tels que |z| <|zg!| (aussi prés que
|zg| soit de R), ie. pour |z| <R.

qui converge d’aprés le critére de comparaison pour

Si toutefois |z > R, lim a,z® # 0 et donc lim na,z"—1 = 0, dans ces conditions Enanz”_lne con-
verge pas. Lt n> oo

R est donc le rayon de convergence de Enanz""l. Ceci est également vrai si R = 0.

On notera que la série des dérivées peut converger ou non pour des valeurs de z telles que |z | =R
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20. Démontrer que dans tout compact situé entiérement a I'intérieur du cercle de convergence, une
série entiére (¢) représente une fonction continue notée f(z), (b) peut étre intégrée terme a
terme pour obtenir I'intégrale de f(z), (c) peut étre dérivée terme a terme pour obtenir la dé-
rivée de f(2).

Nous considérerons la série entiére Za,z” bien que des résultats analogues soient également vrais pour
Za,(z —a)n.

(¢) Cest une conséquence du probléme 16 et du fait que chaque terme a,z"

est continu.

(b) C’est une conséquence du probléme 17 et du fait que chacun des termes a,z" de la série est continu et
donc intégrable.

(¢) D’aprés le probléme 19 la dérivée d’une série entiére converge dans le méme cercle de convergence que la
série initiale et donc est uniformément convergente dans tout compact entiérement situé a lintérieur du
cercle de convergence. On déduit alors le résultat cherché du théoreme 20, page 142.

n
21. Montrer que la série 2 —; a une valeur finie en tout point intérieur a son cercle de conver-
i
n=1
gence ou sur celui-ci, mais que ce n’est pas vrai pour la série dérivée.

D’aprés le critére de d’Alembert la série converge pour |z| <1 et diverge pour |z| > 1. S8i |z| = 1 alors

|z7/n2| = 1/n? et la série est convergente (absolument). La série converge donc pour |z| <1 et a donc une
valeur finie a lintérieur du cercle de convergence et sur celui-ci.
o n—1
La série des dérivées est X% D’aprés le critére de d’Alembert la série converge pour {z| < 1. Toute-
n=1 n
fois la série ne converge pas pour tout z tel que |z| = 1, par exemple si z = 1 la série diverge.

THEOREME DE TAYLOR

22. Démontrer le théoréme de Taylor : si f(z) est analytique a lintérieur du cercle C centré en
a, alors pour tout z intérieur a C,

’7 a o 777 a
flor = i@ + F@e-o + De-ar + e a4

Soit z un point quelconque intérieur a C. Construisons un cercle C;
centré en ¢ et entourant z (voir figure 6.4). Alors d’aprés la formule inté- c
grale de Cauchy,

_ f(W)
Q) = e § du (1)

Nous avons

S SHN S| 1

w2z (w—a) — (2 —a) (w—aﬂl—(z—a)/(w——a) Fig. 6-4
T 1 Jfl + <z—a> z——a\2 z—a>n_1
(w—a) ]\ w—a w=a w—a,
zZ—a " 1
+
<w—a> 1- (z—a)/(w—a)}
1 _ 1 z—a (z — a)? (z—a)y"— [z2—ua "o )

ou w— 2 w—a (w — a)? (w—a) * + (w—a) * \w—a/, w—z &2

En multipliant les deux membres de (2) par f(w) et en utilisant (/) on obtient

_ 1 flw) a§ flw) (z—ayr—! § Flw)
flay = 5 D - , dw + £ e c,<w_a)2dw+ + S T )d + U, &

o v, = L§ (222) 1w g,
n 21 c w—a w—2z
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D’aprés les formules intégrales de Cauchy

_ flw)

{n) = =

i (a) 2m§ (w_a),,“ n=0,123,...
(3) devient

1’
ey = fl) + flla)(z—a) + %(z—a)2 + -+ f:‘%’yﬁ(z a1 + U,
Si nous pouvons montrer que lim U, = 0 nous aurons démontré le théoréme considéré. Pour cela remarquons
n—> oo
que w étant sur C, i—a
w-—a| =Y <1

ol 7y est une constante. Nous avons également |f(w)| <M ol M est une constante, et
lw—z| = Jw—a)—(z—a)] Z r  — |z—a]

r, étant le rayon de C,. Alors d’aprés la propriété 5, page 93, nous avons

/z—a> flw) ‘

U, =

' 27 \w—a —z
nM ~n M
= = pr = T
27 7y — |2 —q — |z —q]

et nous voyons que lim U, = 0 ce qui compléte la démonstration.
n

n—>oco

23. Soit f(z) = Log(1 + 2), ou ’on considéere la branche qui prend la valeur zéro pour z = 0.
(a) Développer f(z) en série de Taylor au voisinage de z = 0. (b) Déterminer le domaine de

+
convergence de la série de (a). (¢) Développer Log( T z ) en série de Taylor au voisinage de

z=0.
(@) /@) = Log(l+2) £(0) =0
, 1
7'(z) =15 = G+ Fo =1
f""(=) = —(1+42)-2 7 (0) = -1
(=) = D21 +2)73 7(0) = 2!
FrrD(z) = (—)rpl(l+z)~+D FOEDO) = (—1)rnl
Alors
fo) =Log+a) = £0) + foz + L0 L0
- L, 2B 2
= rTgty ot

Autre mérhode. §i |2} <1,
1
1+z2

= 1—-2+ 2228+ .

On obtient alors par intégration entre O et z

22 28

Log(1+z) = z-—-=—4 = _ =
2 3 4
. (=1)n—1zn - o ,
(b) Le n-icme terme est 4, = —_ D’aprés le critere de d’Alembert
Up 1y _ nz |
Bl e

et la série converge pour |z| < 1. On peut montrer que la série converge pour |z { = 1 sauf pour z = — 1.
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Ce résultat est aussi une conséquence du fait que la série converge dans un cercle qui s’étend jusqu’a
la singularité la plus proche (i.e. z = — 1) de f(2).

(c) Dr’aprés le résultat de (z) nous avons en remplagant z par — z,

Log(1+z) = z—?+—é——1+"'
2 3 4

Log( — - _,E_E_Z_ ..
g(1—2) 2 5 3 1

les deux séries ci-dessus convergent pour |z | < 1. Par soustraction, nous avons

1+z2 28 25 x 2z2n+1
Lo < ) = 2(z++5+.0) =
E\1—2 <z 3 5 2 a1
qui converge pour |z| < 1. On peut aussi montrer que la série converge pour |z| = 1 sauf pour z = % 1,

24. (a) Développer f(z) = sinz en série de Taylor au voisinage de z = 7/4 et (b) Déterminer le
domaine de convergence de cette série,

(a) f(2) = sinz, f'(z) = cosz, f'(z) = —sinz, f(z) = —cosz, fIV(z) = sing,
flt) = V272, Fe/d) = V212, f(alt) = —V2/2, {74 = —V2/2, [V(/4) = V2r2, ...

D’oll, avec - a = 7/4,

fly = fl@ + fe)z—a) + fﬁ(a)éz!_a)z + f"’(a,)3(z!—a)3 +
2,2 V2 V2
= 5 +- T(z—n-/4) — 2.2!(z—,,-/4)2 - 2.3!(2_,,./4)3 +
Ve (z— /42  (z—n/4)3 R
= Gl it Gowll) - Smee - e b

Autre méthode.

Soit # = 2z — #/4 ou z = u + =/4. Nous avons alors,

sinz = sin(u+r/4) = sinucos(z/4) + cosu sin (#/4)

= \—g—g(sinu + cos u)
_ V2 ud | ub u? | ut N\
= 2 <u —3—!+E—"'>+<1—§‘!—+4—!—"'/}
_ V2 _u? Wt 3
= 2 {1+u —2—!—5‘!—4'4—!—'*'“')?

2 [ (z—7/202  (z—n/4) |
= Yz _ _ 7 _ T

5 \}\ + (2~ =/4) 21 31 -+ f

(b) La singularité de sin z la plus proche de 7/4 est a l'infini, la série converge donc pour toutes les valeurs
finies de z, i.e. [z | < e, Ceci peut aussi étre établi par la critére de d’Alembert.

THEOREME DE LAURENT

25. Démontrer le théoréme de Laurent. Si f(z) est analytique a l'intérieur de la couronne circu-
laire (R limitée par les cercles concentriques C;, et C, (centrés en a, de rayons respectifs r,
et r,, r, >ry) si de plus f(2) est analytique sur C; et C,, alors pour tout z dans R,

flw
—a

1 )

- 1 f(w)
A—n - 2wl£ mdw n:1,2,3,
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D’aprés la formule intégrale de Cauchy [voir probléme 23, page 131] Cy

A S G (%) )
e = 5o § dw §  dw 1 \¢>
: ) - (1)

271 w—2z
1

nous avons

Considérons la premiére intégrale de (I). Comme dans I’équation (2) du

probléme 22, nous avons Fig. 6-5
1 1
w2 (w—a){l — G—a)/(w—a)}
n
— 1 z—a (z—a)r1 <z—a> 1
w—a + (w — a)? + + (w— a)r + w—a, w—z (2)
Si bien que 2L § f(—w)dw = i f(w) dw + z—fz§ f(w) dw
e, w—z 271 c W a 271 e, (w — a)?
— -1
O L @ _ g, + v,
. 271 - (w—a)?
1
= @y + oy(z—a) + -+ + a(z—a)y”1 + U, (3)
ou
- 1 fw) _ 1 § f(w) _ 1 flw)
% = 53 ilw—adw’ e -, (w—a)zdw’ R d S W c (w—a)”dw
n
ot v, = L <£—_a> 19 g
27i w—a/ w-—z
Cy
Considérons maintenant la deuxiéme intégrale de (/). Nous avons en échangeant w et z dans (2),
__1 - 1
w—z (z—a){l — (w—a)/(z— a)}
- 1 w—a (w—a-t | fw—a\" _1
z2—a (z — a)? + + (z—a) T \z—a/) z—w
. f(w) _ 1 Flw) 1 w—
Si bien que — 57 § d = 55 z—ad + o0 oy a)zf(w) dw
C, C,
1 £ -
+ + o1 = a)" f(w) dw + V,
Cq
a1 a_y . d—n
= — i + V,
z—a (z—a)? T @—aor “)
ol
_ 1 - L 1 _
a_y = 5= flwydw, a_y = = w—a)fwydw, ..., a_, = 3= (w—a)r~1 f(w) dw
2m1 271 271
C, C Cq
n
ot v, = L <w—a> £09) g
271 C, z2—a z—w
De (1), (3) et (4) nous tirons
fley = Hep+ayz—a)+ - +a,_y(z—a)r1}
4+ a—y a—z a_n
Tt et T et Un + Va (5)
On obtiendra le résultat demandé en montrant que (a) lim U, = 0 et (b) lim V, = 0. La démons
M= 0 n=—+ 0
tration de (a) se réduit du probléme 22. Pour démontrer (b) nous devons d’abord noter que w étant sur C,,
el = k<1
z—a

oll k est une constante. De méme nous avons |f(w)| <M ou M est une constante et
z—w| = |@—a)—~(w—a)| = |z—a| ~r
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Alors d’aprés la propriété 5, page 83, nous avons

Ly — n
vi o= & ¢ K“_’_E> ) g,
T Z—aQ zZ—w
Cy
< 1 k" M 2 _ k" M r,
= 2 e =, 2 le—a] =7,

Alors lim V, = 0,ce qui compléte la démonstration.

n—o

26. Déterminer le développement en série de Laurent des fonctions suivantes au voisinage des sin-
gularités indiquées.

2
(a) (—z%; z=1. Soit z2~1 = u. Alors z = 14+ u et
e2% o2+ 2u e €2 (2u)® | (2u)® | (2u)t
= = e g2 = 4+ e
@—1p s w u3{1+2“+ T TR T R
e? 2¢2 2e2 4e2 2e2

=1y + -1y + o + —3—+ ?—(z—l) +

z = 1 est un pdle d’ordre trois, ou pdle triple.

La série converge pour toute valeur de z ¥ 1.

(b) (z—3)sinzi2§ z=—2. Onpose z+2 = uw ouz = u—2. D’ou
—3) si = (@—Bsin> = (u—5)y=— B
(e =3 sin =75 (1 =8) sin u fu 5){“ 3w slw }
5 1, 5 1

w3l 31 ud + 5lut

5 _ _ 1 .5 1 L
z+2  6(z+2?2  6(zt2)P 1200z 2)*

z = — 2 est une singularité essentielle (point singulier essentiel)
z —sinz , —
(¢) —s 2 =0.
z—sinz _ 1 AN . )
— = ;E{“(z—g“ﬁs—:‘ﬂ*' )}
1 |28 25 7 _ 1 22 24 -
—{3*‘5*+7“‘} T T T - &
z = 0 est une singularité apparente.
La série converge quel que soit z.
d) —2 ., z=-2 Soit 242 = u. D’ol
@D ey o # v bod
oz = _mzZ2  _ 2zu, i = 2—u(1+u+u2+u3+---)
(z+1)(z+2) (u— 1)u u 1—u u
= 2 it ut o = P b1 (22 4+ 4D+ -
u z+2
z = — 2 est un pdle simple.

La série converge pour toute valeur de z telle que 0 < |z + 2| < 1.

(e) —1 . 2=3 Soit z — 3 = y ; alors d’aprés le développement du bindme,
2%(z — 3)2
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1 _ 1 _ 1
22(z — 3)2 u2(3 + u)2 - 9u(1 + u/3)2

_ 1 o/ L (=23 ) L (—2)(=3)(—4) /)’

= 9u2{1 ! 2><’3‘> * ”_zv—“<§> * _T—<§>‘+

. 1 2 1 4

= %@ ot T o Tamt T

_ 12 1 4e-3

9(z — 3)2 27(z — 3) 27 243

z = 3 est un pdle d’ordre 2 ou pdle double.
.La série converge pour toute valeur de z telle que 0 < |z — 3| < 3.

27. Développer f(z) = ?;FT)I(—;—?) en série de Laurent valable pour (a) 1< 2| <3, (b) |2[>3,

()0 <z+1 <2 (d) |2/ <1

(¢) Par décomposition de f(z) en éléments simples on obtient T 1)1(z 5 = %<z41_1> - %<z—i—§> .

Si |zl >1,

1 1 1< 1,1 1 > 1 1 1 1
- = —{1—-z4+=—=4... = - - =4 = - =

2(z+1) 22(1 4+ 1/2) 22 Z+z2 z3+ 2z 2z2+2z3 2z4+

If |2] < 3,

I S iy 2 2N 212 2B

2z+3  B(1+e3) 6\ 39 27 6 18 ' Ba 162

Le développement demandé valable & la fois pour [z | > 1 et [z]| <3, ie. 1 <|z|<3, est
1 1 1 1 1 + z 22 23

2% | 228 2.2 ' 22 6 @ 18 54 | 162

(b) Si |z| > 1, nous avons comme dans (a)
1 1

1
20z+1) E__Z;+2z3—2z4+
Si |z >3,
Y U T T OO T N
2(z+3) ~  2z(1+38/2) 2z 2 2 28 2z 222 ' 228 2%

Le développement en série de Laurent demandé, valable 4 la fois pour jz{> 1 et |z|> 3, Le.
|z| > 3, s’obtient par soustraction

(¢) Soit z+1 = u. D%l
1 = 1 - _ 1 1/, w @ W
(z+ 1)z +3) ww+2) | mI+w? | 2
1 1.1 1
S - = 12 4 ees
Sery 4 gt T gTir e

valable pour|u| <2, u#0 ou 0<lz+1| <2

d) Si |2|] <1,
1 = 1 = —_ 2 - »3 [ = —
PSR T e Fl—z+22=28+ ) = 2 + 122 — 18 +
Si |z | < 3, nous avons d’aprés la partie (a)
2(z+3) 6 18 54 162

Le développement demandé, valable 2 la fois pour |z] <1 et |z} <3, ie. |z]| <1, est obtenu par
soustraction 4 13 , _ 40

1
= - = +4+ = 3 ‘e
3 9 Tt Tt T

C’est une série de Taylor.
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DEVELOPPEMENT DE LAGRANGE
28. Démontrer la formule (11) page 145, du développement de Lagrange.

On suppose que C est choisi de fagon gu’il n’y ait qu’un seul séro simple de z = a + ¢ ¢ (z) & Uintérieur
de C. Alors d’aprés le probléme 90, page 137, avec g(z) = z et f(z)}) = z —a — { ¢ (z), nous avons

- L =gl L
== 27i£w{w—a_§¢(w)}d%
_ ol fw o 1
= 5 fcw—a“ - ”’(“)}{1 = w(w)/(w—a)} @

- f¢'<w>}{ 3, o/t~ du

w

Zviiw-—a

w S [ wen(w) w et (w) ¢’ (w)
dw + ngl 21 £ {(w —gpnt1 T dw

cw—a (/w - a)?l

- _ St Lwd ) _enw)
- ¢ n§12n—i e modw {(w—a)";L dw

- < " ¢"(w)
@ ,El 2min §c w—a)t dw

. sl e dn—1 ,
= et 2

PROLONGEMENT ANALYTIQUE

z et (b)) X o) i sont des prolongements ana-

29. Montrer que les séries (a) Zo HuT 2=

lytiques I'une de l'autre.

(¢) D’aprés le critére de d’Alembert, la série converge pour |z ]| < 2 [région ombrée dans la figure 6.6]. Dans

ce cercle la série [qui est une série géométrique de premier terme 1/2 et de raison z/2] est convergente

1/2 I
et représente la fonction ——— = =—— -
P 1—2z/2 2-—z

(b) D’aprés le critére de d’Alembert la série converge pour ;_1, <1,
-1
ie |z — i} <+/3, [voir figure 6.6]. Dans ce cercle la série [qui
est une série géométrique de premier terme 1/(2 — /) et de rai-

son (z — i)}{(2 — i}] converge et représente la fonction
1/(2—14) _ 1
1—(z—9/2~1) 2—z°
Les séries entiéres représentent la méme fonction dans la

partie commune aux deux domaines de convergence limités
par les cercles |z = 2 et |z —i] =+/5 on en déduit que cha-

cune est un prolongement analytique de l'autre. Fig. 6-6
30. Démontrer que la série 1+z+22+2*+2°+ -+ = 1+ Y 22" ne peut étre prolongée ana-
. N =0
lytiquement au-dela de |z} = 1.
Soit F(z) = 1+z+22+zt+28+ .. Dol F(z) = 2+ F(22), Flz) = z+22+F(z%, F(z) =
2t 22+t + F(28), ..
11 est alors évident que les valeurs de z définies par z = 1, 22 =1, =1, 22 =1, ... sont toutes des
singularités de F(z). Ces singularités appartiennent toutes au cercle lz| = 1. Sur tout arc de ce cercle aussi

petit soit-il, il y a une infinité de telles singularités. Ceci constitue une frontiére infranchissable et le prolon-
gement analytique au-dela de |z| = 1 est impossible. Le cercle |z| = 1 constitue une frontiére naturelle.
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PROBLEMES DIVERS

31. On considére la suite {f,(2)}, # = 1,2,3,... de fonctions analytiques dans un domaine(R .
On suppose que

Fio) = 3 fde)

est uniformément convergente dans (R . Démontrer que F (z) est analytique dans R.

n
Soit S.(2) = ¥ fx(z). Daprés la définition de la convergence uniforme pour tout € > 0 nous pouvons
k=1

trouver un nombre entier N dépendant de € et non de z tel que pour tout z dansa& ,
|F(z) — S,(z)! < e pourtout n >N (1)

Supposons maintenant que C est une courbe fermée simple quelconque située entierement dans & et ap-
pelons L sa longueur. Alors d’aprés le probléeme 16, les fonctions f,.(z), k = 1,2,3,... ¢tant continues il

en est de méme de F(z) et j( F(z)dz existe. Alors d’aprés (1) nous voyons que pour n >"N,
c

|§red = 3§

= §C (Fl2) — S,(2)} dz
el

<

On peut prendre € aussi petit que I’on veut, on a donc

§;F(z) dz = kgl ifk(z) dz

Mais d’aprés le théoreme de Cauchy § fi(z)dz = 0. D’our
c

§ F(zydz = 0
v C
et donc d’aprés le théoréme de Morera (page 118, chapitre 5) F(z) est analytique.

32. Démontrer qu’'une fonction analytique ne peut étre bornée au voisinage d’une singularité isolée.

Soit f(z) une fonction analytique dans un cercle C et sur C, a 'exception d’une singularité isolée z = a
centre de C. Soit r le rayon de C. Alors d’aprés le théoréme de Laurent f(z) admet un développement en
série de Laurent de la forme

0

foy = X alz—a)k @)

= o0

ol les coefficients a; sont donnés par l’équation (7), page 144. En particulier

. f(z) _
a—n = 5 Cmdz n=123,... (2)

D’autre part si |F(z)| <M oll M est une constante, i.e. si f(z) est bornée, alors de (2)

o = 5 l § (z = ayr=1 f(z) dz
27 c
= 21—~'r"—1 oM 2zr = My
Alors comme r peut &tre pris arbitrairement petit, nous avons ¢_, =0, n =1,2,3,...,le.a_; =a_, =

a_g=-++=0 et la série de Laurent se réduit 4 une série de Taylor au voisinage de z = 2. Ceci montre que
f(z) est analytique en z = a et z = ¢ n’est donc pas une singularité contrairement a I’hypothése. Cette con-
tradiction montre que f(z) ne peut étre bornée dans le voisinage d’une singularité isolée.
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33. Démontrer que si z # 0, alors

34.

e
gtalz—1/z) — J 2
S i)

n=-—

1 27
ou Jn(e) = Zj; cos (n — « sin ) d4 n=2012...

Le point z = O est la seule singularité a distance finie de la fonction e!/2%(Z=1/2) 1e développement en
série de Laurent de celle-ci sera donc de la forme

eYealz—1/2) = i Jn(a) zn (1)

n=-ow
qui est valable pour |z} > 0. D’aprés I’équation (7) page 144, les coefficients J, (&) sont donnés par

- 1 ealz—1/2)
e = g § P g @

ou C est une courbe fermée simple entourant z = 0.

Choisissons en particulier pour courbe C, un cercle de rayon 1 centré i 'origine ; i.e. ’équation de C est

9 ) . . .
lz|=1ouz=e" Léquation (2) devient dans ces conditions
27 i6 —ig
1 e¥ealet? — 710y
J = = el
n(a) 27t J, ST 1ede
1 2
= — eixsin® — in6 ds
27 Jo

1 27 i o
= -2_17:;!; cos(asine — ne) do  + Z—J; sin (a sin ¢ — n6) de

1 2w
= 2—-f cos (n6 — a sin 6) dg
T Jo

27

en utilisant le fait que I = f sin(a sine — ng)de = 0. Ce dernier résultat s’obtient en posant
6 = 2m — ¢, on trouve alors
27 27
I = f sin (—a sing — 2mn + n¢)de = —f sin(esing — ne)dp = —I
0 0
si bien que I = —7I et I = 0. Le résultat demandé est donc établi.

La fonction J, () est appelée fonction de Bessel de premitre espéce et d’ordre n.

Pour plus de renseignements sur les fonctions de Bessel on pourra se reporter au chapitre 10.

Les polyndomes de Legendre P,(t), n = 0,1,2,3,... sont définis par la formule de Rodrigues

1 d

Pu(t) 5nl df

(-1

(a) Démontrer que si C désigne une courbe fermée entourant le point z = ¢, alors

1 1 £ (=1

PO = 5w Xe—p

dz

Cette formule est appelée représentation de Schlaefli pour P, (t), ou formule de Schlaefli.

(b) Démontrer que )
Put) = 2 (t+VE=1coso)yds

K

(a) D’aprés les formules intégrales de Cauchy, si C entoure le point ¢,

o = S = 2L

27t Je (z — fnte
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Alors posant f(t) = (£2—1)" soit f(z) = (22—1)", nous obte- y
nons le résultat demandé C
1 dr
P = migm®@-

— § 22—1)"
2n z—t)’”’l

(b) Prenons pour contour C un cercle centré en t et de rayon Vit =1
[voir figure 6.7]. L’équation de C est alors |z — t] = V12— 1] ou
z=1+r2—1 eio, 0 < 6 < 27. En reportant cette valeur dans
(a), nous obtenons

Pty = L..1 fsz Vi2—1el)2 — 1}n /2 — 1 ici0 dg
" 2n 2ri (V=1 eioyn+1

1.1 ({2 —1) + 26V — 1 ¢if + (£2 — 1)e2i8)n ¢—in0 dp

Fig. 6-7

2n 27 0 (tz — 1)11/2

- 1.1 f%‘ —1)e=i0 + 2B —1 + (12— 1)ei®}n dg
on 27 J, (2 — 1)n/2

= 1.1 f”{wﬂ—l + 2(82 = 1) cos o} de
20 27 Jy (& — 12

2w
= %Tf (¢t +Vit2—1 cos o)™ de
0

Pour d’autres résultats sur les polyndmes de Legendre on pourra se reporter au chapitre 10,

Probléemes supplémentaires

SUITES ET SERIES DE FONCTIONS

35.

36.

37.

38.

39.

40.

4]1.

. TR R . 3n—2z _
A partir de la définition, démontrer que (a) nlgr:o e 3, (b) nh_{r; R
Si lim u,(2) = U(z) et. lm v,(z) = V(2), démontrer que(a) lim {u,(z) = v,(2)} = U(z) = V{(2),
N=- N =+ 0 n=—x

(b) lm {u,(z) v, (2)} = Ule) V(z), (c) lim wu,(2)/vn(z) = U)/V(z) si V(z) #* 0.

2 L -
(a) Montrer que la série %+f_+2_+ U EZn !

converge pour |z| <2 et (b) trouver la somme.
22 23 n=1 2n

Ans. (@) Sy(z) = {1 —(2/2)*}/(2—2) et lim S,(z) existe si 2/ <2, (b) S(z) = 1/(2~—2)

n =+ o0

(a) Déterminer I’ensemble des valeurs de z pour lesquelles 3 (—1)" (2n+27%1)  converge et (b) trouver
la somme de cette série. Rép. . (a) |z1 <1, (b) 1 n=0

< 1
(a) Pour guelles valeurs de z la série X CES converge-t-elle . et (b) quelle est sa somme ?
n=1

Rép. : Pour tout z tel que 122+ 11> 1, (b) 1/22

Si lim Ju,(2)] =0, démontrerque hm u,(z) = 0. La réciproque est-elle vraie 7 Justifier la réponse.

|
n=+x

Démontrer que pour toute valeur finie de z, lim z%/n! = 0.

n =0
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42, Soit {an}, n=1,2,3,... une suite de nombres positifs ayant zéro pour limite. On suppose que Iu ()| €

pour n =1,2,3,. demontrer que hm u,(z) =0, o

43. Démontrer que la convergence ou la divergence d’une serle n’est pas modifiée si 'on ajoute ou si I’on retranche
un nombre fini de termes.
44. Soit S, =z+22 438+ - +man, T,=z+22+2+ - 20 (a) Montrer que S, = (T, — nz"*1)/(1 — 2).
(b) Utiliser (@) pour trouver la somme de la série 2 nz" et déterminer I’ensemble des valeurs de z pour les-
n=}

quelles cette série converge. Rép. : (b) z/(1 — z)z, tz| <1

n+1

45. Trouver la somme de la série 2 Rép. 4

n=

CONVERGENCE ABSOLUE ET CONVERGENCE UNIFORME

46. (¢) Montrer que u,(z) =3z + 422/n, n=1,2,3,... converge uniformément vers 3z pour tout z intérieur
au cercle |z| = 1. (b) Le cercle de (a) est-il le plus petit possible ? Expliquer.

47. (a) La suite u,(z) = nz/(n? + z%). [Probléme 35 () converge-t-elle uniformément vers zéro pour tout z inté-
rieur au cercle |z| = 3 ? () Le résultat de (q) est-il valable pour toute valeur finie de z ?

48. Démontrer que la série 1 + az + a?z* + - - converge uniformément vers 1/(1 — az) & Uintérieur de |z| =R
ou R < 1/]|al.

49. Etudier (a) ’absolue, (b) I'uniforme convergence de la série

2 2(8 —2) 2(83 —2)2 2(3 — 2)3
=
3 32 * 33 + 34 +

Rép. : (a) Convergence absolue si |z — 3| <3 ou si z = 0. (b) Convergence uniforme pour |z — 3| <R ol
0 <R < 3 ; pas de convergence uniforme dans tout voisinage contenant z = 0.

50. Etudier (a) I’absolue, () I'uniforme convergence de la série du probléme 38.

Rép. : (a) Convergence absolue si |z| < 1. (b) Convergence uniforme si |z| <R ol R < 1.

51. Etudier (a) I'absolue (») l'uniforme convergence de la série du probléme 39.

Rép. : (a) Convergence absolue pour |z2 + 1{> 1. (b) Convergence uniforme si [z22+ 1|>R ou R > 1.

52. Soit {an} une suite de constantes positives ayant pour limite zéro ; supposons que pour tout z dans un do-
maine R, |u,(z)| <a,, n=1,2,3,... Démontrer que lim u_ (z) = 0 uniformément dans &
n—>oo

2 .
53. (a) Démontrer que la suite u,(z) = nze”"* converge vers zéro pour toute valeur finie de z telle que

Re{z2} > 0 et représenter cette région géométriquement. (b) Discuter la convergence uniforme de la suite
de (a).
Rép. : (a) I n’y a pas convergence uniforme dans toute région contenant z = 0,

54. si i a, et i b, convergent absofument démontrer que X ¢,, ol ¢, = agb,ta b, + -+
= =0 n=0
converge absolument.

55. Démontrer que si deux séries sont absolument et uniformément convergentes dans & leur produit est absolu-
ment et uniformément convergent dans & :

CRITERES PARTICULIERS DE CONVERGENCE

56. Quelle est la nature des séries suivantes ?

il n kel n+3 & n—1
b _— — d R —_—
a)n212"+1 ()7213"—1’ © n§13n2—n+2 ()24n-v-3 gw/n3+n+2

Rép. (a) conv., (b) conv., (¢) div., (d) conv., (e) div.
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57. Etudier la convergence des séries suivantes:

& 1
2 \
()2 +H ()nzln ()n21n2+l| ()n el
Rép. (a) Divergente pour tout z fini. (b) Convergente pour tout z. (c)Convergente pour tout z. (d) Conver-
gente pour tout z excepté z = —n2, n=1,2,3,
o penmi/t R
58. Etudier la convergence de 3 e Reép. Conv.
n=0
Ak <z + 1>" O

59. Trouver le domaine de convergence des séries suivantes:(a) nEO CESNCESR (b) 2 3 1) (¢) ngl o

Rép. (@) lze+id =1, () [(z+1)/(z—1)| =38, (c) |2| <

, . . o n(—1)y(z—r

60. Déterminer le domaine de convergence absolue de 121 T

Rép. Conv. abs. pour |z —i| < 4

x 27ri
61. Déterminer le domaine de convergence de 3 —% .
n=0 (n + 1)3/2

Rép. Convergence pour Im z = 0.

62. Démontrer que la série 3 (Vn+1—Vn) est divergente bien que le terme général tende vers zéro.
n=1
63. Soit N un entier positif, on suppose que pour tout n > N, >| u, | > 1/(nLogn). Démontrer que 21 U, diverge.
e

64. Démontrer () le critére de convergence de Cauchy [Théoréme 12], () le critére de I'intégrale [Théoréme 13]

de la page 141.

65. Déterminer le domaine de convergence de 1 + 2z + 22 + 223 + 2% + 225+ ... Rép. |z] < 1.

66. Démontrer le critére de Raabe (Théoréme 14) de la page 141.

. .. 1 1 1 1 14 147
67. Que peut-on dire des séries (a) 2Log22+3Log23+4L0g7-4+ , (b) 5 5-8+5-8-11+ ,
2.7 2:7+12 Log2 Log3 Log4
5:.10 " 5.10-15 7 @D gttt

Rép. (a) conv., (b) conv., (¢) div., (d) div.

THEOREMES SUR LA CONVERGENCE UNIFORME ET LES SERIES ENTIERES

68. Déterminer les domaines de convergence uniforme des séries suivantes :

o (z—1)2n Vynt+1
@355, o 3EE 3ot @3

n=1n2+ |ZIZ

Rép. (@) |zI<SRouR<3. (B)|z—il<1.(e)|z|>RouR>1. (d)z quelconque.

69. Démontrer le théoréme 20, page 142.

() §+

70. Enoncer et démontrer les théorémes sur les suites analogues aux théorémes 18, 19 et 20, page 142 pour les séries.

71. (a) Par dérivation des deux membres de D’identité
1
1—z2

= 1+z+22+28+ - lol <1

o0
trouver la somme de la série 3 nzn pour |z | < 1. Justifier toutes les étapes du raisonnement.

n=1

(b) Trouver la somme de la série 3, n2z» pour |z| < 1.
n=1

Rép. (@) z/(1 — 2)? [comparer au probléme 44], (&) (1 + z)/(1 —2)3
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1
_nz? .
72. On suppose z réel et 0 < z < I, et ’on considére u,(z) = nze” "*". (a) Trouver ilm f u,(2) dz. (b) Trouver
—xd

1
f {lim un(z)} dz. (c) Expliquer pourquoi les réponses a (a) et (b) ne sont pas égales [voir probléme 53].
0

N+ 0

Rép. (a) 1/2, (b) O.

73. Démontrer le théoréme d’Abel [Théoréme 24 page 142].

74. (2) Démontrer que 1—_%? =1—22+2t—26+ -+ pour g/ < 1.
(b) Si 'on considére la branche de f(z) = arctg z telle que f(0) = 0 utiliser (¢) pour montrer que
) z 3 5
() o 1422 3 5 7 +

T

, 1 1 1
Démontrer que =~ = 1 — =+ = —= 4 -+,
(c) De que - 1 3 + 7 +
75. Démontrer le théoréme 25, page 143.

76. (@) Déterminer Y(2) = io a,z" telle que pour tout z dans |[z| < 1, Y'(z) = Y (z), Y(0) = 1. Enoncer tous
les théorémes utilisésne_t vérifier que le résultat obtenu est solution du probléme posé.
(») Le résultat obtenu en (a) est-il valable a I’extérieur du cercle |z| = 1 ? Justifier la réponse.
(¢) Montrer que Y (z) = ¢# vérifie ’équation différentielle et les conditions de (a).
(d) Peut-on identifier la série trouvée en (q) avec ¢¢ 7 Expliquer.

22 | 28

Reép. (a) Y(z) = 1+z+2! +3! + .-
77. (a) A partir de ’équation différentielle Y (z) + Y (z) = 0, Y(0) = 0, Y’ (0) = 1 établir le développement en
série B s g
sing = z2——+>——>—+4 -

(b} Comment pourrait-on obtenir un développement analogue pour cos z ?

THEOREME DE TAYLOR

78. Développer chacune des fonctions suivantes en série de Taylor au voisinage des points indiqués et déterminer le
domaine de convergence dans chacun des cas considérés.

(@) e=%32=0 (b) cosz; z2=7/2 (c) 1/(1+2z);2=1 (d) 28—~38224+42—-2; 2=2 (e) ze2%; 2= —1

79. Si chacune des fonctions suivantes était développée en série de Taylor au voisinage du point indiqué, quel serait
son” domaine de convergence ? On ne cherchera pas le développement.
(a) sinz/(z2+4); 2=0 (¢) (z+3)/(z—1(z—4); z2=2 (e) e*/z(z—1); z=41 1

(b) z/(e*+1); 2=0 (d) e=# sh (z+2); 2=0 (f) coth2z z=0 (9) prrrenelt i

Rép. (a) 2] <2, (b) [zl <7, (6) |2—2| <1, (d) |2] < =, (e) |e—4i] <4, () [2] < /2, (9)]z—1] <1/2

80. Vérifier les développements 1, 2, 3 pour €7, sin z et cos z de la page 143,

81. Montrer que sinz2 = 2 =37 T T 2] < .

82. Montrerquearctgz=’i.—§+55i—f,;-+---, 2] < 1.

83. Montrer que (a) tgz = z+%3”+21%5+' , 2] < 7/2
)coslz - 1+523+%+.”’ ol < /2
(c)sinlz = : %+-31§%+ o 0<lel<=
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84. En remplacant z par iz dans le développement du probléme 82, trouver le résultat du probléme 23 (c¢) de la
page 155.

85. Comment peut-on obtenir les développements en série de (a) th z, (b) (c) 4 partir des séries du
probléme 83 ?

86. Démontrer 'unicité du développement en série de Taylor de f(z) dans le voisinage de z = q.

[On pourra supposer que f(z) = E enlz — a)n E d,(z—a)" et montrer que ¢, =4, n=0,1,2,3,...]
87. Démontrer la formule du bindme énoncée au théoréme 6 page 143.

88. Si ’on considére la branche de +/1 + z3 qui prend la valeur 1 pour z = 0, montrer que

1 _ 1,18, 1:3:5
— = 1 27 +2.4z 7176 + 2] <1

89. (¢) En choisissant la branche de arcsin z qui prend la valeur 0 pour z = 0, montrer que
. 128 1+325 1:8¢5 27 .

arcsin z = + == —_— -
#7323 T 2vas T 2e4-67 7 <1

(b) Démontrer que le résultat de (@) est valable pour z = i.

90. (a) Développer f(z) = log(3 — iz) selon les puissances de z — 2i en choisissant la branche du logarithme telle
que f(0) =Log 3 (b) quel est le domaine de convergence ?

Rép. (a) Logs- 1@ —20) | (=20  iz—20% (a—20%

+

+ B) Iz —2i] <
5 252 359 45 (b) [z =2 <5

THEOREME DE LAURENT
91. Développer f(z) = 1/(z — 3) en série de Laurent valable pour (a) |z| <3, (b) |z| <3.

. 1 1 1 1
3 PR VL AP S . SN ~1 -2 -3 -4 4 ..
Rép. (a) 37 5% 777 g " (b) 2~1 4 82=2+ 923 + 27z—4 +
92. Développer f(z) = — 2 en série de Laurent valable pour :
(=102 —2)
(@) o] <1, (b)) 1<ig|<2, (e)|2>2 (@lz—1>1 (¢ 0<|z—2] <1.
s 1 3 ki 15 1 1 1 1 1
Rén. 2Ly 224 L, ver 4= = 2,2 42
ép. (a 5% T 17 §° 67 (b) +22+z+1+2z+4z +8z3+
1 3 7 15
€ -z — 2 — = 22 ... @ —(z—1)~1—2(z—1)"2 — 2(z—1)~8 — -

(&)1 —20—=2)"L—(z2—2) + (2—2)2 — =23 + (z—2)t — -+
93. Développer f(z) = 1/z(z — 2) en série de Laurent valable pour (a) 0 <|z| <2, (&) {z|> 2.
94. Trouver un développement de f(z) = z/(z% + 1) valable pour |z — 3| > 2.
95. Développer f(z) = 1/(z — 2)? en série de Laurent valable pour (@) |z| <2, () |z|>2.
96. Développer chacune des fonctions suivantes en série de Laurent au voisinage de z = 0 ; préciser dans chaque cas

la nature de la singularité.
(a) (1—cos z)/z, (b) /23, (c) z~largchz, (d) 22e~**, (e} 2z shz+/z.

23 29 . s 210 14
Rép. (a) T TR singularité apparente (d) 22— 26 + SToErt o
1 1 point ordinaire,
& Z+.7 —+§—v+_+—+ R L
pole triple (e) &%+ T K
(c) 11 L _ ..., singularité essentielle. point de branchement .

v 2123 4128 ’
97. Démontrer que si tgz est développée en série de Laurent au voisinage de z = /2, (a) la partie principale ekt
—1/(z —m/2) (b) la série converge pour 0 < |z —@/2] < 7/2, (c) z = 7/2 est un pdle simple.
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98. Déterminer et classer toutes les singularités des fonctions :
(@) 1/(2sinz—1)2, (b) 2/(el/2—1), (c) cos(22+272), (d) arctg (22+2z+2), (e} z/(e—1).

Rép. (a) n/6 + 2mm, Cm+ D7 — #/6, m = 0,=1,%2, ..., pdles doubles
(b) i/2mr, m = £1,%2,...; poles simples, z = 0 ; point singulier essentiel, z = o ; podle double.
(¢) z = 0, o ; points singuliers essentiels (d) z = —1 % | ; points de branchement.
(&) z=2mnri, m = =1,%2,...; pdles simples, z = 0 singularité apparente, z = o ; point singulier
essentiel.

99. («) Développer f(z) = ¢2/(2=2) en série de Laurent au voisinage de z = 2 et (b) déterminer le domaine de
convergence de cette série. (c) Classer les singularités de f(z).

22z —2)=2  23(z—2)-3 ,
(2! ) + ( Y ) + } b) 'z—2] >0 (¢) 2=2; point

singulier essentiel, z = ¢ ; singularité apparente.

Rép. (a) e{l + 2(z—2)"1 +

100, Etablir le résultat (7) page 144 concernant les coefficients d’une série de Laurent.
101. Démontrer que les seules singularités d’une fraction rationnelle sont des poles.

102. Démontrer la réciproque de la proposition du probléme 101, i.e. si les seules singularités d’une fonction sont des
poles cette fonction est une fraction rationnelle,

DEVELOPPEMENT DE LAGRANGE

103. Montrer que la racine de I’équation z = 1 + {z?, qui prend la valeur 1 pour ¢{ = 0, est donnée par

: = 1+¢+ ;z'zgz ¥ <3p>(§?—1> p o+ Upp—Dlip=2) i o
104. Calculer la racine considérée au probléme 103 pour p = 1/2 et { = 1, (a) en utilisant une série, (b) exac-
tement ; comparer les deux réponses. Reép. 2,62 valeur approchée.

105. En considérant Iéquation 2z = a + §{(22—1), montrer que

1 0
= 1+ 352 P

1—2a¢+¢2 - n=12"n! dan

106. Montrer comment le développement de Lagrange peut étre utilisé pour résoudre le probléme de Kepler qui

consiste en la détermination de la racine de z = 4 + { sin z pour laguelle z = @ quand { = 0.

107. Etablir le développement de Lagrange (12) de la page 145.

PROLONGEMENT ANALYTIQUE

. , _ 1 <« [z+1
108. (¢) Démontrer que Fyz) = 1+i"§0 <m

représenter graphiquement les domaines de convergence de ces séries.

n Sl
> est un prolongement analytique de F(z) = S o,
n=0

{(b) Quelle est la fonction représentée par tous les prolongements analytiques de F; (z) 7 Rép. (b) 1/(1 - 2).

x n+1
109. Soit Fi(z) = X z3n . (a) Trouver un prolongement analytique de F; (z) qui converge pour z = 3 — 4/
n=40

(b) Quelle est la valeur du prolongement analytique de (a) pour z =3 — 4. Rép. (b) —3 — % i.

110. Démontrer que la série
LAl g2 L B L.

ne peut étre prolongée analytiquement au-dela de |z| = 1.

PROBLEMES DIVERS

£

1 .
111. (2) Démontrer gque 215 diverge pour p < 1.

(b) Démontrer que si p est complexe la série considérée en (z) converge si Re {p} > 1.

(¢) Etudier la nature de la série de (¢) si Re {p} < 1.
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112.

113.

114.

115.

i1e.

117.

118.

119.

120.

121.

122.

123.

Variables complexes

& n+sinZn

Quelle est la nature des séries suivantes : (a} E B re—in

(b) (c) iln arcsin (1/n3),

n+1

(d) 2 nLogn' (e) 2 arg coth n, (J E ne—n?,

Rep. (a) liv., (b) conv., (c) conv., (d) conv., (e) div., (f) conv.

Expliquer en quoi le raisonnement suivant di a Euler pour démontrer que 3 z* = 0 est faux :
2 2 4 28 4 el = S z = 1 = 1 1 1 :—mn
1~z B ? ?Z’ z—1 1—-1/z +z+z2+ ?z

+ o0
d’olt par addition Z =0

~1)2 (z2—1)%  (z—1)t
Montrer que pour |z —1| < 1, 1 = (z—1) + (z - —
I zlogz= (z—1) 1-2 2.3 3e4

Développer sin3z en séric de Maclaurin. Rép. 2 &—_?:E"_M
n=1 4(2n—1)!

22 22

22
Etant donné la série 22 + 1+ + 1+ 222 + 1+ 228 +

(2) Montrer que la somme des n premiers termes est S, (z) =1 +z2 — 1/(1 + z2)n—1,

(b) Montrer que la somme de la série est 1 + z2 pour z # 0, et 0 pour z = 0 ; montrer que z = 0 est un
point de discontinuité.

(¢) Montrer que la série n’est pas uniformément convergente dans le disque |z| < § ol § > 0.

Si F(z) = @—Ei—l;(—fz—z—), trouver une série de Laurent représentant F{z) au voisinage de z = 1, convergente
pour-;—<lz—1|<l.

Rép. ~+ —he—1)"4+3e—1D3 - -1+ -t =1—(z—1) — (=12 — -

Soit G(z) = (arctg z)jz%. (a) Développer G (z) en séric de Laurent. (&) Déterminer le domaine de conver-

gence de la série étudié en (2). (c) Evaluer f G(z) dz ou C est un carré de sommets en 2+ 2i,— 2+ 24
(o
P 1 1 z 28
L_ L E_FE . 1 _
Rép. (a) 5= +z— 7+ ®) |2 >0 () —1/3

2 . . s
Pour chacune des fonctions ze'/? , (sin 2z)/z, 1/2(4 — z) qui ont une singularité en z = 0 : (¢) donner un

développement de Laurent au voisinage de z = 0 et déterminer le domaine de convergence de ce développe-

ment ; (b) préciser dans chaque cas la nature de la singularité ; (c) évaluer I'intégrale de chacune de ces
fonctions sur le cercle [z | = 2.
Rép. (a) z + 271 4+ 278/21 + 275/81 + -+, 120 >0, 2z — 223/3 + 425/45 — -+, [2|= 0, =2~1/4 +

1/16 + 2/64 + 22/256 + -3 0 < iz < 4

(b) point singulier essentiel, singularité apparente, podle. (c) 2mi, 0, wi/2.

(a) Etudier la convergence de 3 ﬁ (b) Votre réponse a (¢) est-elle en contradiction avec le probleme 8,
page 148 ?  Rép. (a) diverge. *= 1

i in2 in3 N , .
(¢) Montrer que la série SW% | S22, SV E L .. ol z =x + iy, converge absolument dans le domaine

12+1 2241 3241 ’
limité par sin2x + shzy = 1. (b) Représenter graphiquement ce domaine.

Si |z | > 0 montrer que

ch(z+ 1/z2) = ¢ + c(z+ 1/2) + eo(22+ 1/22) + ---
Iy 1 27
ou ¢ = 5 f cosng ch (2 cos ¢) do
27 Jy
Si f(z) posséde des zéros simples en 1 —i et 1+, des pdles doubles en —1 + i et — 1 — 7, mais aucune

autre singularité, montrer que la fonction f(z) est donnée par

fla) = 22—2242

. . “@Erot o2
ol Kk est une constante arbitraire.
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124. Démontrer que pour tout z, e*sinz = M zn,
n=1 n!
125. Montrer que Log2 = | — ;— + % — -‘1; + ..., préciser toutes les étapes du raisonnement [on pourra utiliser

le probléeme 23].

%

. . o z
126. Etudier la convergence uniforme de la série 72'1 T DAL T e

{On décomposera le nieme terme en éléments simples et on montrera que la somme partielle S, (z) =

1
1_
1+nz]

Rép. Pas de convergence uniforme dans toute région contenant z = 0 ; convergence uniforme pour des do-
maines tels que |z| > 6§ ol & est un nombre positif quelconque.

127. si1 — —; + % - % + - -+ converge vers S montrer qu’en disposant les termes d’une autre maniere on ob-
. 1 )
t1entl+%—%+§+%—%+é—+111—%+---=—S.Exphquer.

{Si 'on prend la moitié¢ de la premiére série et si on I'écrit 0 + % + 0+ % +0+ % + ... 5 alors par ad-
dition terme a terme avec la série initiale on trouvera le résultat demandé. On remarque que S = Log 2 comme
il a été démontré dans le probleéme 125].

128. Montrer que la série hypergéométrique
ab a(a -+ 1) b(b+ 1) ala+ 1D(a+2)b(b+ 1)(b+2)
+ 2 3
L+ T2 eedD © T 123 cerDiery T
(a) converge absolument si |z| <1, (b) diverge pour |z]|> 1, (c) converge absolument pour z = | si
Re {a + b — ¢} <0, (d) vérifier Péquation différentielle z(1 —2) Y" + {¢c —(a+b + 1)z} Y' —abY = 0.

129. Démontrer que pour |z ]| <1,
8

. 2 2 2t 2+4 28 2+4+6 =z
arc = 2 el s e il
(are sin 2) “t3'3 58 " 357 4
, & 1 .
130. Démontrer que = ~iTi diverge.
n=1
1 1 1 1
131. M g — — R ST B
ontrer qu T2 2.3+3_4 4.5+ 2Log2 1
2641 /

2
132. Quelles sont les singularités de sin | zi3>? Quelle est leur nature ?

(z—1)3 (32 +2)2 N

133. En utilisant uniquement les propriétés des séries, démontrer que

a? | d® b2 | b3 1 (a+ b)2
(a) {1+a+arg+---}{1+b+§7f§—!+---} = {1+(a+b)+——2—!——+---
a2  at b 2 @ @ :
(b) {1—2—!+4—!‘—a+"‘} + {a—é—!*5—!—7—!—+-'} = 1
134. Si f(z) = 20 a,zt converge pour |z| <R et si 0 <r < R démontrer que
" 1 21 0
—f If(rei®)2 ds = 3 la,|2rn
27 Jy n=0

135. Utiliser le probléme 134 pour démontrer 'inégalité de Cauchy (page 118).
' M+ n!
»,-n

A = n=012...

136. Si une fonction posséde six zéros d’ordre 4 et quatre pdles d’ordre 3, 4, 7 et 8, s’il n’y a pas d’autre singu-
larité 4 distance finie montrer que la fonction considérée posséde un pdle double en z = oo,

137. Dire si les fonctions suivantes sont entiéres, méromorphes ou ni 'un ni l'autre
(@) 222, (b) cot 2z, (¢) (1 —cosz)/z, (d) ch 22, (e) zsin(1/2), (f) 2+ 1/z, (g) sin Vz/Vz, (k) Vsine.
Rép. fonctions entiéres (@), (¢), (d), (g) ; fonctions méromorphes (b), ().
138. Si —7 <6 <, montrer que
Log (2 cos6/2) = cos¢ — Lcos2¢ + %cos30 — Lcosds + -
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139

140.

141.

142.

143.

144.

145.

146.

147.

148.

149.
150.
151.

152.

153.

154.

Variables complexes

(a) Développer 1/Log(1 + z) en série de Laurent au voisinage de z = 0 et (b) déterminer le domaine de
convergence.

, 1 =z z 22 8923
T S, < <
Reép. (a) p, + > 12 + 24 + 720 + (b) 0< |zl <1
Si S(z) = ag+ a;2+ a2 + ---, démontrer que
__ISiz)z ag + (agT o)z + (ag+a;+ az2® +

avec des restrictions convenables si cela est nécessaire.

1111
1+ |2 2+ |2 3+ 2] 44 |z|

Montrer que la série

(@) n'est pas absolument convergente mais (») est uniformément convergente pour toutes les valeurs de z.

& n ’
Démontrer que % converge en tout point de |z | <1 excepté z = 1.
n=1

Montrer que la solution de z = a + {e?, qui prend la valeur ¢ pour { = 0,est donnée par

&, n—1 gna ¢n
z = o+ 3L ¢ 5 {
1

ne n!

si lﬂ < ‘e~(a+1)‘.

cos 26 L cos 3¢

Trouver la somme de la série 1 + cosé + TR 3

+ e Rép. €59 cos (sin 6)

Soit F(z) une fonction analytique pour toute valeur finie de z, on suppose que F(z) a la période 27, i.e. :
F(z + 2m) = F(z). Montrer que v

0

25
Fz) = 23 ayem ou a, = %f F(z) e~in* dz
T Jo

n=—x

La série est appelée série de Fourier de F(z).
Démontrer que la série sine + Llsin36 + 1lsinbs +

3 5

a pour somme 7/4 si 0 <O <7 et —qw/dsi —a<0<0,

Démontrer que ’on ne peut pas prolonger analytiquement la série i 9-n 3" au-deld de la frontiére |z| = 1.
n=0
Si f(z) est analytique et non identiquement nulle dans la région 0 < "z—gz,| < R, et si lim f(z) = o,
2=z

montrer qu’il existe un nombre positif n tel que f(z) = (z — z,)" g(z) est analytique en z, et différente de
z€ro.

Si f(z) est analytique dans un voisinage pointé de zg et si lim |f(z)| = o, montrer que z = z, est un pdle de j
Z—> o0
Expliquer en quoi la fonction f(x) = el/*” ne convient pas au probléme précédent.

(a) Montrer que la fonction f(z) = e!/? peut prendre toute valeur excepté zéro. (b) Quelle relation
y a-t-il entre le résultat de (a) et les théorémes de Casorati-Weierstrass et de Picard ?

(a) Déterminer si la fonction g(z) = z2 — 3z + 2 peut prendre toute valeur complexe. (b) Y a-t-il une
relation entre (@) et les théorémes de Casorati-Weierstrass et de Picard ?

Démontrer le théoréme de Casorati-Weierstrass énoncé a la page 145. [On utilisera le fait que si z = a est
un point singulier essentiel de f(z) alors c’est aussi un point singulier essentiel de 1/{f(z) — A}.]

(¢) Montrer que le long de toute droite passant par z = 0, |z + e? | —> =

(b) Le résultat de (a) est-il en contradiction avec le théoréme de Casorati-Weierstrass ?
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155. (a) Montrer qu’une fonction entiére f(z) peut prendre toute valeur avec peut-&tre une exception.
(b) Hlustrer le résultat de (a) avec e®, quelle est ’exception dans ce cas ?
(¢) Quelle relation y a-t-il entre ce résultat et les théorémes de Casorati-Weierstrass et de Picard ?

156. Montrer que toute fonction entiére posséde une singularité a I'infini, Préciser la nature de cette singularité,
Justifier la réponse.

157. Montrer que (o) “ELZEL = oo pa 4 (kg pe - o e < 1
® {Qogi+ap2 = 2 - a+PE+ a+g+pE - <t

158. Trouver la somme des séries suivantes pour |a| <1 :

~

(@) I na» sin ng, (8) 3 n2a» sin né
n=1 n=1
159. Montrer que 2 a4 B
sinz — 1 oz _Z “es < .
e + 2z + 5 3 15 + , el <=

o0 zn
160. (a) Montrer que 2 — converge pour lz] < 1.
n=1 NI
(b) Montrer que la fonction F(z) définie comme ’ensemble de tous les prolongements analytiques possibles
de la série de (a), posséde un point singulier en z = 1.

(¢) Concilier les résultats de (a) et (b).

161. On suppose que 2 a,z" est convergente a l'intérieur de son cercle de convergence de rayon R. Il existe
n=1
un théoréme qui établit que la fonction F(z) définie par I’ensemble de tous les prolongements analytiques
possibles de cette série, posséde au moins un point singulier sur le cercle de convergence. (a) Iliustrer le
théoréme par plusieurs exemples. (b) Pouvez-vous démontrer le théoréme ?

162. Montrer que - R2 — ;2 wa Ulg) do
’ 2n o B2 — 2rRcos(6—¢) + r2

% < " .
= ) + n§1<%> {a, cosne + b, sin ne}
1 21 1 27
oll a, = —f U(g) cos ng dg, b, = —f U(g) sinng d¢
T 0 T 0

163. Soit ezz T = 1+ Bz + 21 + a0 -. (a) Montrer que les nombres B, appelés nombres de Bernoulli
vérifient la relation de récurrence (B8 + 1)" = B” ou B¥ est formellement remplacé par B, aprés développe-
ment. (b) A Paide de (a) ou par toute autre méthode, déterminer B, ..., B.

Rép. (b)) By=—%, B, =14, By=0, By=—4;, B; =0, Bey=14

164. (2) Montrer que ezz—l = g <coth-g--— 1>. (b) Utiliser le probléme 163 et la partie (a) pour montrer que
By o, =0sik=1,2,3,....
165. Etablir les développements en séries suivant
(@) cothz = 1,2 2, .. B2z | <
@ cothz = - 3 3 @iz ) o] <=
1 z 23 n By, (22)%n
- —__%2_ = (=) e <
(b) COtg z 2 3 45 + ( 1) (27&)! P + ’ 'zl T
_ B 25 o 22— 1)Bo,(22)2n 1
(c) tg z = z+ 3 + E + (-1 @Zn)! y |ZI < 7/2
i 1,2, 78 2(22n—1 — 1) By, 221
- = — —_— v {—1¥n—1 P
@ T z T ze0 T Y @)1 o <

[Pour (a) utiliser le probléme 164 ; pour (b) remplacer z par iz dans (a) ; pour (c) utiliser

= cotgz +ftg 7/2].

1
= — tg 2z ; ili
tgz = cotgz — 2 cotg 2z ; pour (d) utiliser prn



CHAPITRE 7

Le théoreme des résidus
Applications aux intégrales et aux séries

RESIDUS

Soit f(z) une fonction analytique et uniforme a lintérieur d’un cercle C et sur C, excepté au
point z = a centre de C. Alors comme nous ’avons vu au chapitre 6, f(2) posséde un développe-
ment en série de Laurent dans le voisinage de z = a, donné par

%

fay = 2 az—ay

= w m(E—a) + alz—af + -0+ (za_”;)z + o )

ol an = %ﬁ C(‘Z__f%)mdz n=0=1=2... @
Dans le cas particulier n = — 1 nous avons d’apres (2)

£ fl)dz = Z2xia-, (3)

On peut obtenir formellement (3) a partir de (I) par intégration terme a terme en utilisant les ré-
sultats (problémes 21 et 22, chapitre 4).

§ dz _ {Zni p=1
e (z—a)» 0 p = entier #1 (4)

L’intégrale de (3) s’exprimant a I’aide du seul coefficient a_, de (1), on appelle a_, le résidu de
f(z) enz=a,.

CALCUL DES RESIDUS

Pour obtenir le résidu d’une fonction f(2) en 2 = @ on pourrait croire d’aprés (I) a la néces-
sité d’écrire le développement de f(2) en série de Laurent dans le voisinage de z = a. En fait, dans
le cas ou z = a est un podle d’ordre %k il existe une formule simple qui donne a_,

. 1 dr—?
-1 = ll_{lg(k_l)!%k—_l{(z—a)kf(z)} (5)
Si k = 1 (pdle simple) le résultat est particuliérement simple
a-1 = lim(z—a)f(?) (6)
qui est un cas particulier de (5) avec ® = 1 si 'on pose 0! = 1.
Exemple 1 : Si f(z) = ——*% ___ alorsz =1 et z=—1 sont respectivement des pdles d’ordre 1 et 2.
(z—1)(z+1)2

On a d’apres (6) et (5) avec k = 2,
1

L. _ . -7 L 2
Résidu en z = 1 lim (z 1){(z—l)(r*‘ 1)2} 4

Résidu en 7= —1 1im &+ L Jppp(—2— L =1
esidu en z = T3V (z—1)(z + 1) 4

Si z = a est un point singulier essentiel, le résidu peut parfois étre trouvé en utilisant des dé-
veloppements en série connus.
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// Exemple?2 : Sif(z) = e_l/z, alors z = 0 est un point singulier essentiel et d’aprés le développement connu
{

de e¥ avec u = —1/z, on trouve

e~z = 1 — l : 1 1
z

2122 3123

+ ...

oli ’on voit que le résidu en z = O étant le coefficient de 1/z sa valeur est — 1.

LE THEOREME DES RESIDUS

Soit f(2) une fonction uniforme et analytique a l'in-
térieur d’une courbe fermée simple C et sur C, sauf en
des singularités a, b, c, . .. intérieures a C pour lesquelles
les résidus de f(z) sont a_,, b_,, ¢_,,... [voir figure 7.1].
Alors le théoréme des résidus établit que

§f(z)dz = 2xi(a-1+b_1+ec_1+ S (7)

i.e. L’intégrale de f(2z) le long de C est égale a 27i fois la
somme des résidus de f(z) en les singularités contenues
dans C. Notons que (7) est une généralisation de (3). Le
théoréme de Cauchy et les formules intégrales sont des
cas particuliers de ce théoréme (voir probléeme 75),

CALCULS D’INTEGRALES DEFINIES

Fig. 7-1

Le calcul d’intégrales définies peut souvent étre effectué en utilisant le théoréme des résidus
appliqué a une fonction et a un contour convenables dont le choix peut demander une grande
ingéniosité. Les types d’intégrales qui suivent sont souvent rencontrées dans la pratique.

1. f F(x)dz, F(z)est une fraction rationnelle.

On considére 56 F(z) dz le long d’'un contour C formé d’une portion de I'axe des x

C

de —R a + R et du demi-cercle I' du demi-plan supérieur y > 0, ayant ’axe des x pour
diameétre [Fig. 7.2]. On fait alors tendre R vers o, Si F(x) est une fonction paire cette

méthode peut étre utilisée pour calculer j F (x) dx ; voir problémes 7-10.

0

Fig.7-2

N
N

Fig.7-3

2T
2. f G(sind, cos 6)d8, G(sind, cosf) est une fraction rationnelle de sinG et cos .

0

z—z! z+z1

Soit z = e, alors sing = T cosf =

5 et dz = ie?®dgou df = dz/iz.

L’intégrale donnée est égale a 56 F(z)dz ou C est le cercle unité centré a ’origine
o

[Fig. 7.3] ; voir problémes 11-14,
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3. f F(x) {Zﬁf ;;L;c} dz, F(x) estune fraction rationnelle

Dans ce cas on considére § F(z)em*dz ol C est le méme contour que dans 1 ; voir
(o}

problémes 15-17, et 37.

4. Intégrales diverses nécessitant des contours particuliers ; voir problémes 18-23.

THEOREMES PARTICULIERS UTILISES POUR LE CALCUL D’INTEGRALES

Lorsque l’on calcule des intégrales analogues a celles des types 1 et 3 ci-dessus, il est souvent

nécessaire de montrer que f F(z)dz et j; em* F'(2)dz tendent vers zéro quand R — 0. Les
r

théorémes suivants sont fondamentaux.

Théoréeme 1. Si [F(z)| = % pour z = Re’® ol k > 1 et M sont des constantes, alors si I'

est le demi-cercle de la figure 7.2,

lim f Fydze = 0
r

R=x

Voir probleme 7.

Théoreme 2. Si |F(z)| = % pour z = Re’® ol > 0 et M sont des constantes, alors si I"
est le demi-cercle de la figure 7.2,

lim emF(z)de = 0

R—=x T

Voir probleme 15.

VALEUR PRINCIPALE D’UNE INTEGRALE AU SENS DE CAUCHY

Si F(z) est continue dans a < x < b sauf en un point x, tel que a < x, < b, alors si €, et
€, sont positifs on définit

b To— € b
[ Foyax = lim{ f Fyde + F(x)dx}
a € =0 a Totey
€g—0

Dans certains cas la limite ainsi considérée n’existe pas si €, # €, mais existe pour €, = €, = €.
Dans de pareils cas on appelle

f:F(x)dx = lim{ f " Fayde + F(x)dx}

€~0 Tote

la valeur principale au sens de Cauchy de l’intégrale figurant au premier membre.

U da . f T4 dg f ! 1 1
= = 1 radad = = 1 e — =
Exemple : N 511310{ o, = + o % 6111_1310{26% 25%}

€20 €~ 0
I}’eJEiste pas. Toutefois la valeur principale au sens de Cauchy avec €, = €, = € existe et est égale
a zéro.
DERIVATION SOUS LE SIGNE f . REGLE DE LEIBNITZ.

Une méthode utile pour le calcul d’intégrales se déduit de la régle de Leibnitz pour la dérivation
sous le signe [ . Cette régle consiste en ’égalité

d b baF
%fa Fede = | Slaz

a
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Ce résultat peut étre utilisé si a et b sont des constantes, @ un parametre réel tel que o, <a < @,
ou @, et a, sont des constantes, et F(x,a) une fonction continue et a dérivée partielle continue

par rapport a @ pour ¢ < x < b, o, S« < ,. On peut étendre cette régle aux cas ou a et b sont
infinis ou dépendent de c,

CALCULS DE SOMME‘S DE SERIES

Le théoréme des résidus peut souvent étre utilisé pour calculer la somme de types variés de
séries. Les résultats suivants sont valables moyennant peu de restrlct_lons sur_f(z), les conditions de
validité sont généralement remplies quand la série converge. Voir probleme 24.32 et 38.

s . -
& 1 _2 f(n) = — {somme des résidus de 7 cotg 7z f(2) en tous les pdles de f(z)}

— {somme des résidus de

2. _i (=1 f(n) z > f(2) en tous les poles de f(z)}

3. 20 f<2n2+ 1> = {somme des résidus de 7 tg 7z f(2) en tous les poles de f(2)}
4. 2 (—1)"f<2n2+ 1> = {somme des résidus de co:ﬂz f(2) en tous les poles de f(z)}

THEOREME DE MITTAG-LEFFLER

1. On suppose que les seules singularités de f(z) a distance finie sont des pdles simples a,, a,, a5, . . .
rangés par ordre de valeur absolue croissante.

2. On note par b, b,, by, ... les résidus de f(2) en a,, a,, a5, ...

3. Soit C, des cercles de rayon R, ne passant par aucun pole et sur lesquels If(2)| <M ou
M est indépendent de N et Ry = o quand N = oo,

Dans ces conditions le théoréme de Mittag-Leffler établit que f(z) = f(0) + X bn{ 1 + 1

QUELQUES DEVELOPPEMENTS PARTICULIERS

1.> L :-]l—2z< 1 — 1 1 1 _.>

sin z 2 -7 Z2—4xt " 29z
2 __1___ = —_ 3 + 5 —_— .. .>
" cosz <( /2) —22  (Bn/2)2—22  (br/2)*—22
1 1
— + .
3. g2 2z< r/z =7 " Gr-7 T G- 2 >
1 . 1 1 1
4. cotgz = _ + Zz<z2——2+z2—4w2+z2—972 + >
1 - 1 1 1 1.
> sh z oz 2z<z2+7.-2_z2+4w2+z2+97,-2 >
6. _1 = 3 4D _ >
chz <( 2 +22 (Bn/2+22 " (5x/2)2+22
7. thz = 2z< + 1 + 1 + )
) z2+ =/2)2 T 224 (87/2)* ' 2*+ (57/2)?

1 1 1
4+ e
22+ 7 2+22+4772+22+9‘n'2 >

8. cothz = ;+2z<
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Problemes résolus

RESIDUS. THEOREME DES RESIDUS

1. Soit f(z) une fonction analytique a l'intérieur d’'une courbe fermée simple C et sur C, sauf en
un point @ intérieur a C.

(a) Montrer que
fle) = i an(z — a)" ol an:—l—.fﬂ—dz, n=0,x1,=2, ...
277'?/ C

= (z—a)" 1
i.e. f(2) peut étre développée en série de Laurent convergeant dans le voisinage de z = a.
(b) Montrer que
§ f)dz = Zmia
C
(a) C’est une conséquence du théoreme 25 Chapitre 6.

(b) Sil’on donne & n la valeur — 1 dans le résultat de (a), nous trouvons

a_y = —1—.§f(z)dz, i.e. §f(z)dz = 2ria_,
271 c C

On appelle a_; le résidu de f(z) en z = a.

2. Démontrer le théoreme des résidus. Si f(z) est analytique
a lintérieur d’une courbe fermée simple C et sur C sauf

en un nombre fini de points a, b, c,... intérieurs a C dont
les résidus sont respectivement a_, ,b_, ,c_;,... alors
§ fleydz = 2ri{la-1+b-1+c-1+ ")
C

ie. 2mi fois la somme des résidus en toutes les singularités
intérieures a C.

On construit les cercles C{, C,, Cy, ... centrésena, b, c,...
et situés entiérement a l'intérieur de C ainsi qu’on I’a représenté dans .
la figure 7-4, D’aprés le théoréme 5 page 97 on a Fig.7-4
§f(z)dz = §> o) de + § fle)dz + § flyde + - @
c fo Cy ey
Mais d’aprés le probleme 1
<ﬁ feydz = 2ria_y, § f&ydz = 2rib_y, <f> f2ydz = 2zie_y, (2)
Ve, c, Yoy

Alors de (/) et (2) on déduit le résultat demandé

§ f(e)de = 2ri(a_,+b_i+ec_y+ --:) = 2ri(somme des résidus)
C

La démonstration précédente établit le théoréme des résidus pour des domaines simplement connexes con-
tenant un nombre fini de singularités de f(z). On peut I’étendre & des domaines contenant une infinité de sin-
gularités isolées de f(z) ou étant multiplement connexes (voir problémes 96 et 97).

3. Soit f(2z) une fonction analytique a lintérieur d’une courbe fermée simple C et sur C, sauf en
un pole a d’ordre m intérieur a C. Montrer que le résidu de f(z) en a est donné par

ot = dim et T (- o fe)

Méthode 1. Si a est pdle d’ordre m de f(z), alors le développement en série de Laurent de f(z) est

flo) = mo g fomrlo Ly 9

(z—a)'"+ (#—aym—1 z_a+a0+a1(z—a)+a2(z—a)2+ @
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En multipliant les deux membres de cette égalité par (z —a)™, on a

—a)"f(z) = @-mta_pi1(z—a)+ - Faj@z—a)ml + aiz—aym + - (2)
qui représente la série de Taylor de la fonction analytique du premier membre. Par dérivation des deux membres
(m — 1) fois par rapport a z, on obtient

-1
.gzlm__l{(z—a)mf(z)} = (m—Dla_; + mm—1) - 2ayz—a) +
Soit en faisant tendre z vers « gm—1
—
3%W{(z—a)mf(2>} = (m—1la_,

d’oll I'on déduit le résuitat cherché.

Méthode 2. Le résultat cherché provient immédiatement du théoréme de Taylor en remarquant que le coeffi-
cient de (z —a)™~! dans le développement (2) est

R =it Ll i

Méthode 3. Voir probléme 28, chapitre 5, page 132.

.. =2z e? R <L
. Trouver les résidus de (a) f(2) = —— o et (b) fz) == en tous les poles a dis-
tance finie. (z+1) (2" +4) sin? z
(a) f(z) posséde un pdle double en z = — 1 et des pdles simples en z = * 27,
Méthode 1.
Le résidu enz = —1 est
o1 d 2. 22— 22 o (22+4)(22—2) — (22— 22)(22) _ 14
Jm T {(“’ P 1)2(z2+4)} = Jim 22+ 4)2 Y

Le résidu en z = 27 est
0 T .
lim {(Z o 22— 2 } _ A—4i  _ T+i

2= 2i ) (z + 1)2(z — 22)(z + 27) (214 1)2(47) 25
Le résidu enz = —2¢ est
. . 22— 22 . —4+ 44 7=
L R e IR G T G T 21‘)} = Ceitvi-4) 25
Méthode 2.
Le résidu en z = 27 est
i JE—20E—2)] ﬁf g 222l [ 22
zm2i | (2 +1)2(z24+4) | #ai (z+1)2 2m2i 22+ 4
Ao 1 —4—di 10 T4
(2i+1)2 z-2i 22 (2i+1)2 45 25
d’aprés la régle de L’Hospital. De méme en remplagant i par — i nous pouvons obtenir le résidu en z = — 21,
eZ
() f(z) = - ) posséde des pdles doubles en z=0,%z7, *27,...,ie, z=mmavecm =0, 1, £2, ...
sin? z
Méthode 1.

Le résidu en z = mm est

1 d ez
i = & - 2_¢
z!.l.%ﬂ' 1! dz {(z m) sin2 z}
e*[(z — mr)2sinz + 2(z — mx) sinz — 2(z — mn)? cos 2]
sin3 z

= lim
Z2=mir
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Enposantz —mm =uou z = u + mm, cette limite peut &tre écrite sous la forme

2 i i — 2
lim gu+mm {u ginu + 2u sinu 2u? cos u}

u=0 sin3u

lim T3
u=—0 sindu

{ . ulsinu + 2usinu — 2u2 cosu?r
emﬂ'

On peut utiliser la régle de L’Hospital,toutefois il est plus simple de remarquer d’abord que

3
lim —— = lim{( — > = 1 et de mettre I’expression considérée sous la forme
w0 Sind w0\ Sin %
N u2sinu + 2usinu — 2u? cosu u3
e™T lim 3 - t =
u~0 U S1m-
' 9 s .  os
= mm |y ¥isinu + 2u sinu 2u? cosu emm
u=0 u3

en utilisant plusieurs fois la régle de L’Hospital. On peut également pour chercher cette limite, utiliser les
développements sinu = u —u3/3! + -+ cosu=1—u?/2! +---

Méthode 2 (3 P’aide des séries de Laurent)

Cette méthode consiste a développer f(z) = en série de Laurent dans le voisinage de z = m7 et

eZ
sin? z
a chercher le coefficient de -2—:171? qui est le résidu demandé. On pose pour simplifier les calculs, z = mm + u,

On doit alors développer la fonction en série de Laurent dans le voisinage de « = 0 ; la fonction considérée
emmu emm U . , . .
prend alors la forme = - A Taide des développements de Maclaurin de e* et sinu on

L. sin? (mn+ u) sin2 u
trouve par division

uz | ud w2
PR _ e””’<1+u+§—!+.ﬁ+-..> - em#<1+u+?+-..>
2 — = =
st u ol ub N2 ) w2 2
<“ 37 7B > u(1—€+ﬁ— >

u2
e’"”<1+u+—7+ >
= 2! = em.—r<L+l+§.+E_+...>

w2 ut w w6 3
21 X 2% ..
u <1 s+ )

le résidu est donc e™™.

5. Trouver le résidu de F(z) :gotgzz*thze z=0.
Nous avons de méme que dans la méthode 2 du probléme 4 (b),
2 4 2 4
F(z) = ;gssjilc;?hzz - <1_;_i3+z_i5_ ”'><1+%3+:_z!5+ >
z3<z-—§T+E— ><z +§+E!—+ >

et donc le résidu (coefficient de 1/z) est ~ 7/45.
Autre méthode, Le résultat cherché peut aussi étre obtenu en calculant
.1 d* ) . coszchz \L
Iim 41 3 {z z3sinzshz |
mais cette méthode est plus laborieuse que celle indiquée plus haut.
1 ext
., Calculer 35— § e dZz le lon ercle C d’équati = 3.
6 2 ) FE 1227 9) g du cerc d’equation |z| = 3

ezt
22(z22+ 22+ 2)
[racines de z2 + 2z + 2 = 0]. Tous ces poles sont intérieurs a C.

La fonction a intégrer posséde un pdle double z = 0 et deux podles simples en z = — 1
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Le résidu en z = 0 est

-

lim 1 d 22 e?t = lim (22 + 2z 4+ 2)(te*t) — (e#H)(22+2) _ t—1
cmo 1l dz ¥ 2@+ 2+2)] P (2 + 22 + 2)2 - T2
Le résidu en z = — 1 + | est
t 2t .
i o . e* - . et . z+1—1
e iy [z = (=149 z2(z2+2z+2)} z—»l-l—r{lﬂ{zz z-.h—n11+i 2+2:4+2
S R N I T
1+ 20 4
Le résidu en z = — 1 — i est
I [ — (=1 —i) o2t _ e(—1— 1t
z—»l—n{]—i{ }z2(22+2z+2) 4
On a alors par le théoréme des résidus
§ ezt d - o , .
TR P 2 = 2ri(somme des résidus)

3 ft—1 | etmteit  g-1-it
= 2111{ 5 + 7 + P }

Lt —1 1
— 9nidiT o 4 —et
1{ ) +2e cost}

%t t—1 1

. 1 §
ie., - ® < — 1
i), ARt el & 5 T 5o feost

INTEGRALES DEFINIES DU TYPE Flx)dx

—o

7. Si |F(z)| < M/R* pour z = Re® ou k > 1 et M sont des constantes,

montrer que lim f F(z)dz = 0 ou I' est le demi-cercle de rayon R ,
R T —R
de la figure 7.5.

D’aprés la propriété 5, page 93, nous avons

Fig.7-5
M M
U;F(z)dz s TR = g
car la longueur L de l’arc est L = wR. Alors
lim f F(z)dz| = 0 etdonc lim | Fz)dz = o0
R=—=cx T R=wJr
8. Mont ue r z=Re®, |f =M E>1 si f(z) = L
. Montrer que pour z = Re¥, f(z)|:Rk, = %1
Si z=Re®, |f(z) = 1 = 1 = 1 = lpour z suffisamment grand (par exemple
’ \ RSS9 +1| — |R6ebi0, — 1 R6—1 - RS
R >2)et donc M =2 k = 6.
On remarquera que nous avons utilisé I'inégalité |z, + z,] 2 |z ] — |z5] avec z; = R%e%% et 2z, = 1.
9. Evaluer _d_x_
28 +1

ﬁi’ ou C désigne le contour fermé de la figure 7.5 formé du segment, — R, +R
et du demi cercle I' décrit dans le sens direct.

On considére §
(5}
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Puisque 26+ 1 = 0 pour 2z = e7i/6, e3mi/6 gmi/6 oTmi/6  gImi/6 oliri/6  ces valeurs de z sont les poles

simples de _‘6{-—1 . Seuls les poles eTi/6  ¢3mi/6 ot ¢57i/6 sont 4 Pintérieur de C d’ol en utilisant la régle de
z
L’Hospital :
Résidu en e™/6 = lim (z — emi/6) L = lim L = le‘”f/s
Y 41 2o oTis6 625 6
Résidu en €376 = lim {(z — ¢37i/6) 1 = lim = = Lg-smin
2o 371/6 241 2or £871/6 625 6
e
. . , t 4 1) 1 1 ‘
Résidu en €57i/6 = 1 — ¢bmi/6 = li S = = g—25mi/B
z_,elsr,x—,li/e (e = ™) o 1f 2o i 625 ¢
Dot § ;6%_2_1 = 2mi{fe=5Ti/6 4 Lle-bmi/2 4 Le—2miey = _231'
C
R
. dx dz 7
ie., f —— + = = 1
1 RS 3 @
Si l'on prend la limite des deux membres de (7) quand R — o0 et si 'on utilise les problemes 7 et 8 on
obtient
fim (g fw e _ 27 2
Re = _R906+1 - _ww6+1 - 3 @
De fx Gd—tl = ZIDO del’ on déduit que ’intégrale demandée vaut m/3.
L o +
” x2dx T
10. Montrer que f = —.
W) @FIE@+2r+2) 50
2
Les poles de EF 1) (§2+2z+2) situés a l’intérieur du contour C de la fig. 7.5 sont z = | d’ordre 2 et
z=—1+ i d’ordre 1.
L . . . d . 22 9i—12
— —_— — 2 =
Le résidu en z = | est Ll_r’n1 a2 {(z %) PRy pv (22T22+2)} 00 -
L . _ . . . 22 _ 83—44
Le résidu en z = — 1 + i est z-»h—nf;i (z+1—1) PRy g pay g S
dott § 22 dz - g l%i—12  3-4i| _ Tx
@12 (2221 2) 100~ 25 = 50
R 2q 2 7
ou f x2dax + f 22 dz _ Ir
_R(x2+ 1)2 (x2+ 22 + 2) r(22+1)2(22+ 22+ 2) 50

En prenant la limite de ces expressions quand R —> ©° et en remarquant que la deuxiéme intégrale tend
vers O (probléme 7) nous obtenons le résultat demandé.

27
INTEGRALES DEFINIES DU TYPE f G(sin @, cos §) d9
0

2 d
11. Evaluer f 0 —
o 3 —2cosf + siné
Soit #=e®. Dol sing = & _,e_w =z —,z_l, cosp = 0t eT® 2t 2Tl 4 ids et alors
2i 21 2 2

27 .
f7 de — (ﬁ dz/iz - § 2dz

0o 3~ 2cos8 + sineg Je8—=2(z+271)/2 + (z—2"1)/20 Jo (1 —20)22 + 6iz — 1 — 2{

ou (C est le cercle de rayon 1 centré a l'origine (fig. 7-6).
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2
1=2)2 + 6iz — 1 — 23

Les poles de sont les poles simples

—61 = V(61)2 — 4(1 = 2)(—1 — 29)
2(1— 29)

Yy
c
N
—67 = 41 . .
21— 2i) b2/ W

2 —1i s s
Seul 5 ! est a U'intérieur de C.
Fig.7-6
- 2 (
Le résidu en = I — 2 _ 2
5 e A el T—202 + 6 — 1 - 21}
_ . 2 1 \ 5 y .
= 1 e 1 .
:_'(érzliw SA—20: =6 ~ o d’aprés la régle de L'Hospital
2dz L1 .
ot = 27l =] = é
D’ou §c A2+ 66 —1=% { \2i/ 7, qui est la valeur demandée.
T de 2
12. Montrer que f — % =2 _ if ¢> bl
a o o+ bsinéd Va2 — b2 o
i0 . el —e—i0  z— 21 . .
On pose z=¢'"". Dousinf= o =3 dz = e ds = 1z dg et donc
f% dp — § dz/iz _ 2dz
o @~ bsine e — blz—271)/21 ¢ bz? + 2aiz — b

ou C est le cercle unité centré a l'origine de la figure 7-6.

Les poles de —;— sont obtenus en résolvant bz2 + 2qiz — b = 0 et sont donnés par
bz2 + 2aiz— b

. = —2ai = \/—4a2+4b2  _ —ai £V a2—b21

2b B b
_ {—a+\/a— b2‘ ; j—a——\/a2~b2\}
= —_"_—‘b ( ”L
/ " J

Seuy —2tVvar— b ‘baz —

est a Pintérieur de C, car

—a+ Va2—52 Va2—b2—a Va2—02+a| _ b . ‘
; — 2 . = —————— <1 si a> b
b Va2—5b +a (Va2 —=b2+ «a
—a + Va2 —b? . . 2
bqi = _- ¥ - = 1 —_ s
Le résidu en b h hm e ) e = b
= lim 2 1 = 1

=2y 2bz + 2ai bzl + ai - /a.z — b2

d’aprés la régle de L’Hospital.

2 dz . 1 N\ 27 . B
= 2 _ ) = —, .
D’ol § F YRy — ﬂ<\/a2——b2z‘/ =7 qui est la valeur demandée

& 34 T
13. Montrer que f COS97 g = 2
0

5 —4cosd 12°
-1 0 o p—3i 5428 ,
On pose z = e¥, d’ol coss = z+2z , cos38 = e ‘26 Loz +2z , dz = 1izde et
f’ c0s30 g0 § (B+e3/2 de _ _1 £  S+1
o D —4cosé Job—4(+271/2 iz leﬂz3(2z—1(z——2)

ou C est le contour de la fig. 7-6.

, R . R . 1 oo e .
La fonction a intégrer a un pdle triple en z = O et un pdle simple z = 5 a l'intérieur de C.
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1 d 28+1 21
Le résidu en z = = 0 est 11m d—{ . m} = —g— .
2+ 1 _ 65
Le résidu en z = est zl_{r{x/z{< > 57— 1)(2_2)} = 2
- 1 $+1 _ 1 21 65| _ 7 . )
dott —= (§c FE—IE=D dz = ~% = (271) { Y 1o qui est la valeur demandcée.

14. Monfrer ue fﬁr___iw__ = 2T
d o (B — 3sin6)? 32

En posant z = ¢i® on obtient sing = (z—2~1)/2{, dz = ie¥d6 = izds et

fzﬁ de _ § dz/iz _ § zdz
Jo (5 —3sin 8)2 c {5 — 3(z — 2z~ 1)/2{}2 (3z2— 10:z — 8)2
ou C est le contour de la fig. 7-6.
s . 100 =/ — L+ 81 .
La fonction a intégrer présente des pdles doubles en 2z = ! 100 + 36 = 10ix8 31, /3.
Seul le pole i/3 est & lintérieur de C. 6 6
Lerésiduenz=148 = lim 4 ‘(z —1/8)% » S SU——
z=i/3 dz (322 —10iz — 3)2
d . z 5
= - — 2o — = ——
Rl {(z VI e 3¢)2} 256
. Z dz 4 - —5 57
B = —(27 — = —_—
dou § (B2 —10iz — 32 ¢ ”<256 > 32

Autre méthode.
D’aprés le probléme 12, nous avons pour a > |b |,

fQﬂ' d0 _ .
o a+ bsine Va2 — b2

D’oui en différentiant les deux membres de cette égalité par rapport & ¢ (en considérant b comme une
constante) & l'aide de la régle de Leibnitz nous en déduisons

i 27 de _ on'i 1 do _ _f21r de
daJ, a+ bsineg o 0a\a-+ bsing o (a+ bsine)?

— _i 27 — —27a
T da \Va2 = p2 (a? — b2)3/2

Le M de ____ 2ra__
- b (a+bsing)?2 T (a2 —b2)3/2
Pour a = 5§ et b = — 3 nous avons
j‘2ﬂ' __d8 27 (5) _ 57
o (5 — 3sing)? (G2—g252 ~ 32

INTEGRALES DEFINIES DU TYPE f F(2) {cf)s mx} d
—x SIn mx

15. Si |F(2)| <-}-;k pour z = Re’® k> 0 et M étant des constantes, montrer que

lim | eé™F(z)dz = 0

R~xdJT

ou I' est le demi-cercle de la figure 7-5 et m une constante positive.

T ;
Si z = Ret8, f eimz F(z) dz = f gimRe® F(Reif) iRei® dg. D’ol
r 0
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f" ¢mRe' F(Reit) iRelf dg| = f  gimRe? F(Re“’) iRe!® | do
0 0
— f | gimR cosé — mRsin® F(Reif) iRei | do
0
= f ¢~ mRsinb |F(Re¥)| R do
= R‘kM_I " e~mRsing dp =

De plus sin§ = 28/7 pour 0 < 0 < /2 comme on le voit géo-
métriquement d’aprés la figure 7.7 ou d’aprés le probleme 99.

La derniére intégrale est donc inférieure ou égale &

oM /2 . B M B 9
-1 , e 2mRé/m de = pony T (1 —e mR)
qui tend vers zéro quand R — °° car m et k sont positifs ce qui dé- .
p p Fig. 7-7
montre le résultat annoncé.
16. Montrer que f COSML gz = Ze=m m>0.
q . r1 2 ,
elmz

Or. considére s 1dz ou ( est le contour de la figure 7-5. La fonction 4 intégrer possede des poles
simples z =+ § mais seul z = i est intérieur & C,

Le résidu en z =i est  limJ(z—8) —o | = LA ot

z—»i{( F=ETD 5y - Dou
§ e dz = 271 g—:rn = ge ™ B
c??+1 21
fR e1m: dr + f eimz d o—m
-~ dz =

ou Rx2+1 L2l i

. fR cosmx 4 + f smmo:d + f eimz e—m

.e. -

18 s U e | Z71°

¢ d 2fR cosme ;. f eimz omm

0 _— — . dz =
et done o Z+1 T i

Si T’on fait tendre R vers oo et si I’on utilise le probléeme 15 pour montrer que l’intégrale le long de I' tend
vers zéro, on obtient le résultat demandé.

17. Caleuler fw _xsinzz .
o 224+ 22+ 5

22+2z+5
poles simples en z = — 1 = 27 mais seul z = — 1 + 2 est intérieur a C

On considére j) — 2" dz ou C est le contour de la figure 7-5. La fonction a intégrer présente des
c

.. , . . zeimz e—im—2m
Le résidu enz = —1+27 est lim (z4+1—=20) s 5——F7——=, = (—1+2)T On a donce

zor —1+2i 2242245

zeimz -2 - w
2T gp = gmi(—1+2( 0T = I(1—2e-em

£z2+2z+5 ¢ = 1)< 4 > A

R i i
peire zelmz _ T "
Ryl f————dz = (1 —2)e 27
ou f_Rx2+2x+5 ) ATt 21— 2

R R i irz e
: X COS X . ¥ sln rx d + f ze dz - L(l _ 2'i)e_2”
e .[Rx2+2ac+5dx * ’f_Rx2+2x+5 S M=y vy 2
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Si l'on fait tendre R vers = et si I’on utilise le probléme 15 pour montrer que l’intégrale le long de I' tend
vers zéro, on obtient,

“ % coswx (" zsinwx T .
ST d -+ f Rt d = Lp—2m — -2
.[wx2+2x+5 FTr) @ rezts ™ 2°¢ e T

ce qui donne en égalant les parties réelles et imaginaires

“  xcoswx T _ ® xsinme
L Z2 T dxy = Ze—lm L L = —pge—2
f*wx2+2x+5 2 wa2+2x+5dx me

On obtient donc la valeur d’une autre intégrale en plus de celle qui était demandée.

INTEGRALES DEFINIES DIVERSES

© s
sinx

18. Montrer que f de = %
0
La méthode du probléme 16 nous conduit & considérer 1’in-
tégrale de ¢'?/z le long du contour de la figure 7-5. Toutefois
étant donné que z = 0 appartient au contour d’intégration et ; £
qu’une singularité ne peut appartenir 3 un tel contour, on modi-

fie celui-ci en évitant le point z = 0 comme il est montré a la
figure 7-8 ; on obtient ainsi le contour C’' ou ABDEFGHJA.

Le point z = 0 étant & ’extérieur de C', on a

§ ﬁdz - 0 Fig.7-8
o ? B

e . . ] .
ou f g+ fe—lzdz+fkﬁdx+ f Ll 0
_R @ z A P

. HJA BDEFG

Es

en changeant x en — x dans la premiére intégrale et en combinant avec la troisiéme, on trouve

R . . . .
[y, b fSar f Za o= 0
x z z

€
HJA BDEFG
R . .
. ln X e‘Lz e‘LZ
ou 21J‘ 2 gy = - —dz — —dz
¢ X z <
HIA BDEFG

On fait tendre ¢ > et R = o, D’aprés le probléme 15, la deuxiéme intégrale du second membre tend
vers zéro. Si ’on pose z = ee® dans la premitre intégrale du deuxiéme membre on voit que sa limite est
0 jiceld . . : o i6 .
— lim € jeeifds = —lim iee” dg = i
em0J,  eel® Und

par passage a la limite sous le symbole d’intégration.

On a donc

R ® .
. . sin x . sin x _
lim sz —Zde = =i ou f —dxr =
Rw=r w0 € x 0 X

€0

[-RE|

19. Montrer que

4

. ” 1 \/?
2 = 2 = ZAl= 2 ~ c
j; sin 2% da J(: cos x2 dx > \3 an

Soit C le contour de la figure 7-9 ou AB est un arc du cercle /4
centré en O et de rayon R. D’aprés le théoréme de Cauchy 0 >

§ei"‘2dz = 0

c Fig.7-9
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feizzdz + fei*dz + feizzdz = 0 (1)
AB

oA BO

ou

D’a.utre part sur O4, z=x (de x =04 x =R) , sur 4B, z = Ré'? (de 8 =0 a0 =m/4) ; sur BO,
z=rel™% (de r = R 4 r = 0). L’égalité (J) devient alors.

R T4 o 2i0 0 )
f e d + f e iRei dp + ™ eri/t g = &)
0 0 R

ie.,
R R /4 . R
f (cosz? + isinx2)dx = e’”/“f e~ dr — f ¢iR” cos 26 — R*sin 28 (B oif g 3)
0 0 0

Considérons la limite de (3) quand R > o°. La premiére intégrale du second membre devient [voir pro-

bleme 14, chapitre 10]
wild gy = YT rird = 1 \ /_" + iz ;

La valeur absolue de la deuxiéme intégrale du second membre de (3) est

T4 . 2 /4
zf giR%c0s20 — R¥sin26 ; b yig dg, = f ¢—R%sin20 B ds
0 0
w2
— gf e—R*sino dg

0
w2
f e~ 2R /7 (g
0

= =(1—eRY

IA
vo| &y

oli 'on a posé ¢ = 28 et utilisé 'inégalité sin ¢ = 2¢/n, 0 < ¢ < m/2 (voir probléme 15). Ceci montre que
si R = o la deuxiéme intégrale du second membre de (3) tend vers zéro. Dans ces conditions (3) devient

* .. 1 T 7 7
2 2 = _1/_ A
j; (cos 22 4 1 sin x2) dx 54/ 3 + 5 5

et en égalant parties réelles et parties imaginaires on trouve le résultat demandé

f cosx2dx = f sinx?2de = Lz
0 , 2\ 2

* xp“‘l _ T
20. Montrer que j; 1+xdx = Snpr’ 0<p<l.

-1 . .
Considérons § Z2"" dz. Le point z = 0 étant un point
o1tz

de branchement on utilisera le contour C de la figure 7-10 ou

I'axe réel positif est la coupure et ol 4B et GH coincident avec E
I’axe des x mais sont montrés séparés pour une meilleure com-
préhension.

La fonction que ’on intégre a un pdle simple z = —
intérieur a C.

wi

Le résidu en z=—1=¢"" est
lim (z+1) i (em)yp—1 = elp—Dmi
z=—1 1+z2
Fig. 7-10
On a donc § 71 4. = 2piegp-Dm OU en abrégé

cl+z
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+ f + f_,_ f = 2rielo—Dmi
AB BDEFG  GH  HIA

On peut donc écrire

J'R 2l f‘% (Rei®)P=1{Reif do + fe (wermiyp=t
e 14w 0 1+ Rei® r 1+ ze?m

0 (L i6\p—1 ;.0
2 €€

ol I'on a posé z = xe2™ pour Iintégrale le long de GH, I'argument de z ayant augmenté de 27 en parcou-
rant le cercle BDEFG.

Si l'on prend la limite quand € = 0 et R — >, remarquant que la deuxiéme et la quatriéme intégrales
tendent vers zéro, on trouve

f” xP—1 de + fo e2mi(p—1) pp—1 de = 2rep—Di
o 1+ - 1+
ou
. ® gp—1 . A
(1_6271(1)—1))f x dex = 27ielp—Dmi
0 1+x
si bien que
fw xp—1 de = 2rielp—Dmi _ 21 _ T
o 1+ 1 — e2milp=1) = epmi — g=pmi T gjnpr
) ” chax - .
21. Montrer que ———dr = —— T ____ oulal<1.
o  chx 2 cos (ra/2)
Yy
Considérons § dz ol C est un rectangle de | 37
c chz —R+ i 2 R4q7i
sommets — R, R, R + @i, —~ R + 7 (voir Fig. 7-11). g ~
§ — 4
Les pdles de e?%/ch z sont simples et sont obtenus pour £ x
. -R - ; R
chz=0,1.e.z=<n+71)m',n=0,i’1,i2,....Le »—1’21
seul podle situé a l'intérieur de C est im/2.
P / Fig. 7-11
edZ
Le résidu de en z = [w/2 est
chz
az ami/2 ani/2
li — 7if2) -2 = ¢ = e =  —jeami/2
Jim = mif2) sh (71/2) 7sin (/2) e
On a donc d’apres le théoréme des résidus,
[ .
dz = 2zi(—1eem/2) = 2peami/2
c chz
ce qui peut s’écrire
R T s —R .
eax ea(R +iy) i ea(z + i)
dx + f _———idy + f B —" |
f_R chz o <h B+ Y . TR @A
a(—R +1iy)
+ ¢ idy = 2rearmi/z
f T¢h (=R + i) Y e ()

Quand R - ° la deuxieéme et la quatriéme intégrale du premier membre tendent vers zéro. Pour montrer cela
considérons la deuxieme intégrale ; de

. R+iy —R—1iy . -
_ich(R—J—zy)\ = % = %{16R+1yl —_ le—R—zy;} — %(eR_e—R) = %eR
on déduit . -
f -ea(R—w idy = f R dy = 4pele—DR
o ¢h (B+1y) o %eR

et le résuitat en découle si I’on remarque que le second membre tend vers zéro quand R —> < car |a; < 1.
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De la méme facon on peut montrer que la quatriéme intégrale du premier membre de (1) tend vers zéro
quand R — oo, L’égalité (I) devient alors

R R
. e*® . eat
lim de + eomi — dx = 9neami/2
R—x [Jop chx _r ¢hx

car ch (x + i) = — ch x. On a donc
;%i-r.noo _R celjxx de = J:Z c(:jc T 12“:3“;:; e il‘””z = Cos (:-a/2)
0 »
De L& av e = otm
on tire en changeant x en — x dans la premiére intégrale
o g e = e - G

d’olt Pon déduit le résultat cherché.

b )
22. Démontrer que f Iﬁgﬁf +1) drx = =Log 2,
0 22+ 1
C r
On considére §L35§L+IQ dz le long du contour C formé
: c T
d’une portion de P’axe réel de - R 4 + R et du demi-cercle 0
I’ de rayon & (voir figure 7-12). x
Le seul pole de Log (z + 1)/(z% + 1) intérieur & C est le - B
pdle simple z = i, et le résidu est
. Fig.7-12
zeri (z——z (Z+1) 21
On a donc d’aprés le théoréme des résidus
Log(z +49) . 4)\(Log(2i)\ _ N L 9:
RTT dz = 2711——% } = 7Llog(2) = rlog2+ ir% 03]

en écrivant Log(2i) = Log 2 +Logi=Log2 + Log ¢™/?2 = Log 2 + wi/2 utilisant la détermination principale
du logarithme, Ce résultat peut s’écrire sous la forme

Logjx—i—z! ch_)g(z+ i) _ Y

pop) dx + s 2T dz = aLlog 2+ir%
Log(x* 7 Log(x* 7) J‘Log(z _ 1.9
B dx + i de + 2T dz = 7 Log2+irs%

En changeant x en — x dans la premiére intégrale, on obtient

Log(i + «) Log(z + 1) _ .
f 2'1 dx +f 22+ 1 dx +f 2+1 dz = «7Log2+t =%

ou puisque Log(i —x) +Log(i +x) =Log(i® —?) =Log(x2+1) + =i,

Log(x Loglz + .
o aZt+1 52+—1d = 7Log2tir% (2)

Quand R -* o0 on peut montrer que lintégrale le long de I' tend vers zéro (voir probléme 101). On a alors
en prenant les parties réelles et imaginaires

R
. Log(x%+ 1) _ f Log(x +1) -
im), Terr T ) Terr ¥ 7 Log 2
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/2 /2
23. Montrer que f Logsinx da = f Logcosa de = —LlzLog?2
0 0

En posant x = tgf dans le résultat du probléme 22, on trouve

n
E t 2 9 + 1 w/2
f Log (tg ) da = -2 Logecosed¢e = 7 Log 2
cos?8 (1 +tg20) 0

d’otr /2
f Logeose d¢ = —irLog?2 @
0

ce qui établit une partie du résultat demandé. En posant 8§ = 7/2 — ¢ dans (1), on trouve

/2
f Logsing d¢ = —4r Log 2
0
SOMMATION DE SERIES
Yy
24. Soit C, le carré de sommets (N + }(—1+1) Cy (N+HA+D
(N+HA+D),  (V+H(-1+1), -
(N +$)(=1—4), (N+3)(1—1) ‘
représenté a la figure 7.13. Montrer que sur C,,
Jcotg m 2] < A ou A est une constante. x
s 12 . i s -N—-1 :N —g ’
Nous considérerons les parties de C, situées dans les 21 12 NN+t
, . 1 1 1 1
reg10nsy>5,——7§y§—5ety< >
Cas 1 : y> 1. Danscecassiz=x + iy >
2 - N+ H(=1—1) (N+Ha-9
o _ eTTlZ e—‘lT'LZ
leotg2 | = |yt
= | eTmRdmy Fig.7-13
emir—my — g—mwix+rwy
- ‘e'u'ix-‘n'y| + ‘e-—m'r+77y(
= iefm'x+7ry| — |em'.r—n-y\l
— e;”y—l—fw _ lﬂ—e:jliy o 1tem _ A,
emy — g~ T 1— e 27y 1—e 7
Cas 2 : y <— % De méme que dans le cas 1
|C0t - - |e11ix~7ryl + 2647i1+7y1‘ _ e~ TY 4+ gmy _ 1 -+ e2my - 1+ e 7 _ A
g7z, - le-rrix—'rryl — :e—ﬂ"iI'Fﬂ'y!\ - e—TY — Ty - 1 — e2vy = 1T - 1
Cas 3 : —% =y = §. Considéronsz =N + L +iy. Alors
lcotgzz| = [cotgw (N+L+iy)! = |cotg (z/2+miy)| = Ithmy] = th (z/2) = A,
If 2 = -N—1+1y, nous avons de méme
lcotgrz| = |cotgr (~N—3%+i)| = |thay|l < th («/2) = A,

Si 'on prend pour A le plus grand des deux nombres 4, et 4,, on a |cotg mz| <A sur Cp avec 4
indépendant de N. Il est intéressant de remarquer que l’on a ici [cotg mz| < A; = coth (7/2) car 4, < 4.

M
25. Soit f(z) telle que le long du contour C, de la figure 7-13, |f(2)] £ —;ou k > 1 et M sont

k
des constantes indépendants de N. Montrer que |2
+oo
2 f(n) = — {somme des résidus de 7 cotg 72 f(2) en les pdles de f(2)}
b oo

Cas 1 : f(z) a un nombre fini de pdles.

Dans ce cas on peut choisir N suffisamment grand pour que le contour Cy de la figure 7-13 contienne
tous les pdles de f(z). Les pdles de cotg mz sont tous simples et situés en z = 0, £ 1, £ 2. ..
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27.
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Les résidus de mcotgrz f(2) en 2 =n, n = 0, %=1,%=2, ..., sont
li _ — . - Z—n 2 flz — N
lim (z — n)r cotg wz f(z) ;T}I <sin m) cos 7z f(z) F(n)

d’apres la régle de L’Hospital. Nous supposons ici que la fonction f(z) n’a pas de pdle en z = n sinon la série
donnée divergerait.

D’apres le théoréme des résidus
N
§ mweotgmz f(z) dz = S fm) + S 1
Cn n=—N

ol § désigne la somme des résidus mcotg mz f(z) en les pdles de f(z). D’aprés le probléme 24 et la condition
imposée a f(z), nous avons

. 7AM
= =

(8N + 4)

’ § meotgrz f(2) dz
(&%

la longueur des chemin Cy étant 8V + 4. Si l'on passe 4 la limite quand N = ° nous voyons que

lim Teotmz f(z)dz = 0 (2)
Nw= o Cx
Alors de (1) on déduit ainsi qu’il est demandé

gf(n) = =S 3

Cas 2 : f(z) possede un nombre de pdles infini.

Si f(z) possede une infinitéde pdles on peut obtenir le résultat demandé par un passage convenable a la
limite. Voir probléeme 103,

< 1 ™ <
Montrer que ——— = —coth=a ou a > 0.
d n:z—w n* + a? o
Soit  f(z) = ﬁ admettant pour poOles simples z = % ai.

- 0 .
Le résidu de 772 t ZZ en z = ai est
2+a

. . T cotgmz ncotgmai _ T
1 — = 3 = coth ra
Jim (== el s e 2ai 2a
— - L s
De méme le résidu en z = —ai est —2-;75 coth ma et la somme des résidus est —E-coth ma. Alors d’apres le
probléme 25,
S 1 = — (somme des résidus)= = cothra
n=—w N+ a? a
< 1 _ 1 .

Montrer que ;m = %coth ra — 5 ou a>0.

Le résultat du probléme 26 peut sécrire sous la forme

—1

1ol sl o Tisthea
71270071,24‘0/2 B a? \ ngl n? + a? aco
< 1 1 T
ou 2 El Tim T e = - coth7a
ne

ce qui donne le résultat demandé.
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28 Montrer que —1—+l+ 1 + - _
22 32 6"
Nous avons 1_ﬁ et .
T
_ Tmcotgmz 7 COS T2 21 4!
F(z) - = 5 =
22 22 sinwz 7222 mizh
» <1 N >
3! !
_ /1472 - L/,
= z3<1_2'+ >K1+3'+ > = z3<1 3 + >
si bien que le résidu en z = 0 est — 72 /3.
Alors de méme que dans les problemes 26 et 27,
' =1 N 2
mcotg Mz 4 — 1 + i _ =
‘£N 22 ¢ n=E—N n? nél n? 3
_ N 1 2
B 2n§1 77 3

Prenant la limite de ces expressions quand N — © nous avons, le premier membre tendant vers zéro

L | 2

221n2_3 = 0 ou n§1n2 = %

Autre méthode, On prend la limite quand ¢ = 0 du résultat du probléme 27. Alors d’aprés la régle de PHospital

1 < 1 —
Iim = T, . 7a coth 7a 1 T
al MEI 72+ a2 nEI 5 = (}m}) g — = &

29. Si f(z) vérifie les conditions du probléme 25, montrer que

i (=) f(n) = somme des résidus de —— P f(z) en les podles de f(2)

Nous utiliserons une méthode semblable 4 celle du probléme 25, Les pdles de L sont simples et sont

situésen z=0, £ 1, £2,.

Le résidu de T f@yenz=n,n=0, %1, £2,..., est
sin 7z
. . z—mn _ C1\n
Jim (z ~ n) prmpmnlb (O 31331”<sin7rz> flz) = (=D in)

D’aprés le théoréme des résidus
N
dz = —1\n
j;N T, [ dz n=2_N( Drfn) + S

(1)

f(z) en les poles de f(z).

ol S est la somme des résidus de —
sin 7z
Quand N — <o, l'intégrale au premier membre de (I) tend vers zéro (Probléme 106) si bien que (I) devient

@

_2 (1)rfn) = =S
d 2 -~ ” . ”
30. Montrer que E ( _*_1)") = Wsiilzs ™ o0 a est réel et différent de 0, £ 1, £2, ...
o (n+a)? ™
Soit f(z) = z+ Grae qui posséde un pole double en z = —a.
Le résidu de 1 en z = — q est
sinmz (z + a)2
2
. T 1 -7 t
e + 22 . ) = = cotg ma
z—1> —a ((Z @) sin 7z (z + a)? sin 7a
Alors d’aprés le probléme 29,
= 1)n 2 m? cosma
E (=1) = —(somme des résidus) = il cotg ma Y S
= sin ma sin2 ma

= (n+ a)?
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31. Montrer que si ¢ # 0, 1, +2

191
. alors
@?+1 a*+4 + a+9 _ .. _ 1 =% cosma
(@*=1)*  (a*—4) * (a*—9) 2¢  2sin’ra
Le résultat du probleme 30 peut étre écrit sous la forme
1 _ 1 1 1 1 .. _ wicoswa
a2 {<a+1>2 * (a—l)z} - {< —or * (a—z)Z} * = Smtra
1 _ 2@+l | 2@+4) _ 2a2+9)
a*  (a2—1)

... = =mlcosma
(a2 —4)2 (a2 —9)2

sin? 7a
d’oll 'on déduit le résultat demandé. On remarquera que 'on peut effectuer des groupements de termes car
la série est absolument convergente

32. Montrer que 1 1.1 1

!
—— e =
13 3 5 32
N = = = :
ous avons F(z) 23 008 77 B — 722221 + 1)
- SR B S LRI
- z3<1+ 2 + > - z3+2z+

si bien que le résidu en z = 0 est 7r3/2

Le résidu de F(z) enz = n +-1—, n= 20,1, £2, ... [poles simples de , est
2 cos Tz
- . z—(n+1) —(=1)»
- T = 1 =
z..}lnnlyg = (ot 4 23 cos 7z n+ )3 z-‘lnnl’/z €os 7%
SiCy

, (n+4)8
est le carré de sommets N(1 + [), N(1 — i), N(—1 + i), N(1 — i), alors
m S (= 3 (=Dn a8
—_— dz = — T = _ 7
‘/‘CN z° cos Tz n=2—1v(n’+ 1)3 T 2 8 E (2n+1 +

et comme lintégrale du premier membre tend vers zéro quand N — *°, on

xC

en déduit que
(=1)» _ 1 1 1 _
2 nrp - 2{1_3_§+§3‘*"} %
ce qui établit le résultat cherché
THEOREME DE MITTAG-LEFFLER
33. Démontrer le théoréme de Mittag-Leffler (voir Page 175)
On considére la fonction f(z) ayant pour pdles z = a,, n = 1,2,..., e on
un pole de f(z). Alors la fonction

suppose que z = { n’est pas
— apourpélesz=an,n=1 2,3

.et ¢
L f(z) _ _ f{z) by
Le résidu dez_é_ enz=ga,n=1,2 3,..., est zllrg,,(z_a") o T a—p
. f(z) _ . PNACI A
Le résidu de =7 en z = { est Ll_r{lc(z V= = f©. "
On a donc par le théoréme des résidus R v, On
1 £ fz) 813
27t ey 28 dz = ) *a ‘ x
la derniére sommation étant & prendre pour tous les pdles inté- * et
rieurs au cercle Cp de rayon Ry (Fig. 7-14) say| ot
On suppose que f(z) est analytique en z = 0. Si l’'on pose
¢ = 0 dans (1), nous avons
1L iRy, by
i § T4 = 0+ 3Z (9)

Fig. 7-14
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De (2) et (I) on tire par soustraction

0 = 10 + 3o, (Gt

NH—‘

}dz

De plus, de |z — §I 2 |z| — [§I = Ry, — I{| pour z sur Cy, on tire si |f(z)| < M,

_fa) M:2-Ry
§ w5l

Ry(By — D)
Quand N = *© et donc quand Ry = o, onen déduit que Pintégrale du premier membre tend vers zéro i.e.,
lim § &dz = 0
Nm~x z(z - g‘)
Cn
Donc d’aprés (3) quand N —> ©°, nous avons comme il est demandé

o = f<0)+§bn<§_1 +i>

A an

e
|
3 l"‘
N
Il
Pl ¥

&)

f;hﬂz {
59

le résultat de la page 175 s’en déduisant en remplgant ¢ par z.

1
Z—Nm

1 1 . . .
34. Montrer que cotgz = s > < +%—;> ou la sommation est étendue a n = £1, *2,..

n

zcosz — sinz

1
Considérons la fonction f(2) =cotgz— o = Cette fonction a des pdles simples en

zsinz
z=nm n==%1, £2, £3,. .., et les résidus en ces podles sont
. zcosz — sinz . —n . — si
lim (2 — nr) (~— = lim (ZE) g (Zcosz—sing)
zenmT Zsmz z-nm sin 2 zenm z
En z = 0, f(z) présente une singularité apparente car
1 . zcosz — sinz
lim {cotgz— = = lim ( —————— = 0
z=0 z z=0 zsinz

d’aprés la regle de L'Hospital. On peut donc poser f(0) = 0.
D’aprés le probléme 110 on en déduit que f(z) est bornée sur les cercles Cy centrés a l'origine et ayant

pour rayon R (N + = >7r. Alors d’aprés le probléme 33

1 1 1
COth_; - §<z—n7,—+nw>

ce qui démontre le résultat cherchg,

_ 1 1 1
35. Montrer que cotgz = 5 T 22 {zz—m-? taTgat }

On peut écrire le résultat du probléme 34 sous la forme

1 . d 1 1 N 1 1
cotg z -+ h;l_{nw{ngbl <z_m+nﬂ> + El <z_m+;;>}

Il

1 . 1 1 1 1 1 1
-z + ngr:o{<2+7r+z—rr> + <2+27r+z—27r> + + <z+N1r+z—N7>}
. 2z 2z 2z
=zt r}l-r.nw {22_7,2 + 22 — 472 + + zz_Nzﬂ.z}

1 1 1
- z + 22{22—72+z2—4n’2+ }
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PROBLEMES DIVERS

36.

37.

zt

Calculer — f \/___ dz ou a et t sont des constantes positives quelconques.
z2+

La fonction a intégrer présente un point de
branchement en z = — 1, Nous utiliserons comme
coupure la partie de I'axe réel définie par x < — 1.
Etant donné que 'on ne peut traverser cette cou-
pure, on considéere

a+ iR

ezt
dz
cVz+1
ol Cestle contour ABDEFGHJKA de la figure 7-15.
Dans cette figure EF et HJ sont sur 1’axe réel mais
ont été représentés séparés pour une meilleure com-

préhension. FGE est un cercle de rayon € cependant
que BDE et JKA sont des arcs de cercle de rayon R.

La fonction e?*/s/z + 1 est analytique & l’inté-
rieur de C et sur C, on a d’aprés le théoréme de
Cauchy

a— iR

Fig. 7-15

ezt
dz = 0 (1
cVz+1 )

Ceci peut s’écrire de fagon abrégée

I I #

AB BDE FGH JKA

On pose sur BDE et JKA, z = Re%ol 6 varie de 60 ametdema2n — 60.

Sur EF, z + 1 = ue™ Vz + 1 = Vu emi/2 = i\/u_; cependant que sur H/7, z + 1 = ue™™ Vz+ 1 =
Ve mil2 = — i/u. Dans les deux cas z = —u — 1, ol u varie de R — 1 4 € le long de EF et de ¢ 4R — |
sur HJ.

Sur FGH, z + 1 = €e'® avec ¢ variant de — 7 a 7.

Dans ces conditions (2) peut s’écrire

a+iR 2t T Reift € (Dt (—(
e e o e (—du)
—dz + —————1Rel® dg + f — =
R—1

Ve+1 oo VRei® + 1 i

-7 gleeld—1)t R=1 p—(u+ 1)t (—g
n it dp + f e edy
( Veeid 4+ 1 e —iVu
27 —6y  gReift ‘
+ ————— iReifdsg = 0 (3)

- VRel®+1
Quand € > 0 et R & ° on peut montrer (voir probléme 111) que les deuxiéme, quatriéme et sixiéme inté-
grales tendent vers zéro. On a donc

atie ozt R=1 ;—(u+ 1t w o= (ut1)t
dz = lim 21f —du = 2if ———— du
Ve+1 =0 ¢ Vu 0 Vau

-

_ .2
ou posant u = v

a+is © L —(u=1)t —t (% -t
f ezt _ 1f et L~ 2e_f emvit gy = L
271 m 7Jo  Vu T Jy Vit

- 3
Montrer que f (Logw)? 4y, — 7
4 o U241 “ 8

Soit C la courbe fermée de la figure 7.16 ci-dessous ou P et P sont les demi-cercles de rayon € et R cen-

trés a lorigine. Considérons
§(Logz)2d
2+l
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La fonction & intégrer a un pdle simple z = i & ’intérieur de
C, le résidu en ce pdle est
o (Logz®  _ (Log)?
=) e e+ 9 2
_ (/22 2
27
_ =
= B _
on a donc d’aprés le théoréme des résidus- Fig. 7-16
Logz)?,  _ o, (=) . ==°
§C 2+1 il\gr ) T (1)
D’autre part
(Logz?, _  (“(Log2? (Log 2)? f (Logz f (Logz?)
‘£z2+1dz - .[R e N e 2+1d T AT @)
On pose z = — u dans la premiére intégrale du second membre et 'on & Logz =Log(—u) =Logu +Log(-1) =
mi et dz = — du. On pose z = u (et donc dz = du et Logz = Log ) dans la troisiéme intégrale du se-
cond membre. On trouve alors a ['aide de (/)
R (Logu + mi? (Log 72 R(Logz)2 (Log 2 .3
=0E2 T Ty dz + ~0g2) = =
f ut +1 w r, 2+1 +f ‘j;z2+1 dz 4
Si l'on fait tendre € vers zéro et R = °° les intégrales le long de Fl et de F2 tendent vers zéro, on a donc
© N2 0, P} _.3
(Qomurnty, . (Loswr, =2
o uw+1 o uEF1 4
=(Log u)? J"’ Log u fx du —®
du 27 27 du — 72 _qu - 7
ou 25; eyl T ) Er ™ y A+ 1 1
- . “ du _ © kd
Utilisant le fait que j(; peoarnc i arctg u s T2
*(Log u)? f ® Log u 3
2 du + 2 d = —
fo @I ™)y w1 4

Egalant les parties réelles et imaginaires, on trouve

=(Log u)2 73 J‘” Logu i 0
du = —, - =
J; u? + 1 8 o uz—+1

la deuxiéme intégrale étant obtenue en supplément.

38. Montrer que

coth = coth 2« coth 3~ . Tn®
1 7 T T 180 ;
(N+ 3)(-1+4) (N+ 1) (N+Ha+19)
On considére L eNE
mcotgrz coth 7z ‘
£ z3 dz . 9 CN

N
b1

prise le long du carré Cpy de la figure 7-17. Les poles de

la fonction & intégrer sont situés en z = 0 (pdle d’ordre 5) ; . >—1-o SR N N z
z=x1, %2 .., (pdles simples) ; z = i, £214 ... (pOles TNoLpNg Rl i 2 L A
simples). I L5
D’aprés le probléme 5 (en remplagant z par mz) on voit
que : bo- i
—773 N+ 1(=1—1) b N+ 1) (N+EHL—9)

Le résidu en z = 0 est

Lerésiduenz=n(n=21,%2,...) est Fig. 7-17



Le résidu en

est
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On a alors par le théoréme des résidus

lim { & —mi) ,mcotgrz cosh rzl _ coth nz
z-ni | gshwz z3 J n3
z=ni (n = =1,%2,...)
lim (z—m) , 7 cos 7z coth 7z _.  coth nr
z=+n | 8in 7z 23 ns
" mcotgwz coth 7z d . =Tz N coth nr
z = + 4 —_—
§CN 28 45 ,21 n3

) Si N - % on trouve comme dans le probléme 25 que l’intégrale du premier membre tend vers zéro et le
résultat cherché en découle.

Probléemes supplémentaires

RESIDUS — THEOREME DES RESIDUS

39. Pour chacune des fonctions suivantes déterminer les pdles et les résidus en ces pdles :

/ 2 R 1
®) (zib C @5 @ (e) cotg z.

40.

41.

42.

43.

44,

45.

46.

47.

48.

2z+1
@ 2 =%
Rép.
(a) =z
(b) =
(¢) =z

chz
= —1,2; 1/8, 5/3
=1; 4 (@) = = 32k +Di; (~1)k*15 qh k= 0,%1,%2, ...
=01 () 2z =kri; 1 ou k=0,%1,=2, ...

h
Montrer quejéc

Montrer que le résidu de

e? dz
Evaluer
Cc ch z

Trouver les zéros et les pdles de f(z) =

1
z3 shz chz

Z . ) s
3 dz = 7i si C est le carré de sommets:+ 2 + 24,

en z = 0 est — 1/60.

le long du cercle C défini par |z| = 5. Rép. 8ni.

22+4

————— et déterminer les résidus en ces poles.
23+ 222 + 22

Rép. Zeros : z =% 2i Résiduenz=0:2 Lerésiduenz=—1+1{ est — %(1 — 3i). Le résidu en
z=—1—1i est —%(1+3i)
Calculer ff e~ 1z gin (1/z) dz ou C est le cercle |z]| = 1. Rép : 2mi.
c
. L e iis sh 3z ,
Soit C le carré limité par x = * 2, y = £ 2, Calculer ————— dz. Rép. — 97r\/2—/2
c (z — 7w/4)

Calculer

Rép, — 6mi.

222+5

c (24 2)8 (22 4 4)22
1+i,2+4 2+2i1+2i

Calculer f 2_@_”—2
c

z(z—1)2 dz
ext
EEE

Calculer ——1— §
271 (o

Rép. 1 — cos t.

dz ou Cest (a) |z — 2il =6, (b)le carré de sommets

ot C est le carré de sommets 3 + 3i{,3 — 3i, -3+ 3 —3 — 3§

t>0 le long du carré de sommets 1+ { — 1+ 4 —1 -4 1 —1
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Variables complexes

INTEGRALES DEFINIES

@
f sine2der = 1
0 2

49. Montrer que fx de _ _ 7
o xt+1 2V/2
o da ,
50. Calculer J; EIDETD Rép. 5m /288
2T in 3
51. Evaluer f _ S0 4o Rép. O
0o 5 — 8cose
27 m 23 3
52. Calculer __cos30 .. 53. Montrer que f 08796 Ly
o 5 + 4cosé o 5 — 4cos2¢ 8
54. Montrer que si m >0 fw Los max_ = meTm(1+m)
d ’ o (224 1)2 d= 4 )
] . , ez . *
55. (a) Déterminer le résidu de EETT (b) Calculer J; mdx,
27
. de 2
2 2 2 f — T
56. Si a? > b2 + ¢2, montrer que . @ T bcosd ¥ osing e
27 3 135~
57. Montrer que f €830 gy = T,
o (B — Bcosep 16 384
= da ,
58. Calculer fo prgne Rép. =V3/6
* dx ,
59. Calculer J:x m Rep. /2
60. Montrer que f wdw = T
0 % 2
61. Examiner la validité de la solution suivante du probléme 19. Posons u = (1 + i)x/\/i- dans le résultat
f e~ du = %\/: an obtient f e—ir dy = 1 —)Va/2 d’oll f cos x2 dx
0 0 0
en égalant les parties réelles et imaginaires,
62. Montrer que fw_w_s.g’l’_‘i_ . T V3
wed wraa® T 507
SOMMATION DE SERIES
51 7 i 1
63. Montrer que e Zcothr + - =,
ontrer g ngl ET IR 2 coth PR
$ 1 _ s L - 7
64. Montrer que (a) n§1 w9 © 721 po T
S ()" lnsinne _ 7 sh a6 <o<
65. Montrer que 721 — Ttz 2 sha " 77.
1 1 1 1 72
66. Montrer que 1z "3 T3 T gE T :'17‘2‘
< 1 _. 7 ) sh 2ra + sin 2va
67. Montrer que n=2—=o ni+ dat 4a3{ ch 27a — cos Zwa}'
€ 00 1 . _ 77_2
68. Montrer que n=§_w m=2—-oo AT - 5, cothwa coth zb.
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THEOREME DE MITTAG-LEFFLER
69. Montrer que 1/sin z = %——2z< ! 1 41 _>

2—n2  22—472 0 29,2

= = 1 3 5 — ...
70. Montrer 1/chz = <( o R GRET R T Gt R > .
, _ 1 1 1 \
i — 2 e |
71. (@) Montrer que tg z = 2z <(7/2)2—z2 R R ey A
(b) Utiliser le résultat de (¢) pour montrer que F + = + 5 + i + e = —g

72. Démontrer les résultats (a) 2, (b) 4, (¢) 5, (d) 7, (¢) 8 de la page 175.
1 1 {11 1
73. Montrer que kgl poyny v {5—; + = 1},

74. Montrer que 11—4-*-

PROBLEMES DIVERS

75. Montrer que le théoréme de Cauchy et les formules intégrales de Cauchy peuvent étre considérés comme
des cas particuliers du théoréme des résidus.

, , 5 4,2 .
76. Montrer que la somme des résidus de la fonction 5236—3—2%1(5) en tous ses podles est 2/3.
RV — 82
27
77. Si n désigne un entier positif montrer que f €08 cos (ng — sing)ds = 2—7
0 n!

78. Calculer f z3el/2 4z le long du cercle C d’équation |z — 1| = 4. Rép. 1/24.
C
79. Montrer que si f(z) remplit des conditions convenables :
27 2
f flei®yds = 2xf(0), (b) f Flei®) coso do = —= f(0).
o Yo
80. Montrer que (a) f cos(cosg) ch (sing)ds = 2=

0
f ecost cos (sin 9) cos 6 do = .
0

.

® sin ax _ 1 a 1
81. Montrer que J; Sm—qdr = geothg — .
(On pourraintégrer e%Z/(¢?™ — 1) le long d’un rectangle de sommets 0, R, R + i, i et faire tendre R vers I'infini ).
“ sin ax 1 T
. de = — — — 7
82. Montrer quej; s 5 T
@+ ico .
83. Sia, p et r désignent des constantes positives, montrer que f LR smpt
a—icw 22 + p2 P
* Log x mLlog?2
84. Montrer que £ mdﬂ? = 20 "
® g Shax sin a
. Si — 7 <ae<m, montrer que f et T gy = . Sma
85. si d sh mx cosa + ch A
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* dx Log 2
Mot aue [ g b
86. Montrer que G o o
= Log x —72\/2 =°(Logx)2 373y
87. Montrer que (a) J; A = ® f AT = g
. (Logz)* , - . -
(On pourra considérer § o dz le long d’un demi-cercle échancré en z = 0.
c
Log x ,
88. Calculer f (x2+1)2 Rép. ir Log?2
. ® sh as T sin ar
_— brde = [ — 2T )},
89. Montrer que si |a] <1 et b >0 fo o cos bz dx 2<cosar+ chbn)
9. Montrer que si -1 <p<1, f CSPL 4y = T
0 chx 2 ch (p'”'/z)
91. Montrer que f Log(1+x)d = TLog?2
o 1422 2
92. Sia> 0 et — /2 < § < 7/2, montrer que
(@) f e~aztcosB cos (aw? sin B)de =  LVr/a cos(B/2).
0
(b) f e—ax?cosB gin (ax? sin B) de =  LVn/a sin (B/2).
0
93. Montrer que ljsin2 z = ¥ 1

nemw (2 —nm)?]

94. Si a et p sont réels et tels que 0 < {p| <1 et 0 < |a] < 7, montrer que

fm " Pdx — r.- > sin pa
o 22+ 2zcosa + 1 sin pr sin a

1 2
95. Montrer que f ——— = —=. [on pourra considérer le con-
o Vomw V| gk
tour de la figure 7-18] : C

96. Démontrer le théoréme des résidus pour des domaines multiple-
ment connexes.

97. Trouver des conditions suffisantes qui entrainent, si elles sont
vérifiées, la validité du théoréme des résidus pour un contour C
entourant une infinité de singularités isolées.

98. Soit C le cercle d’équation |z| = 4, Déterminer la valeur de
Pintégrale 2
z dz
(o] sinl
si elle existe. z Fig. 7-18

99, Donner une démonstration de l'inégalité sin 6 = 26/m pour 0 < 0§ < 7/2.
[On pourra montrer que la dérivée de sin 6/6 est une fonction décroissante].

®  x 1
100. Montrer que fo e = 1

101. Vérifier que Vintégrale le long de I" dans I’équation (2) du probléme 22 tend vers zéro quand R — <.

0 si || =1

102. (a) Si r est réel, montrer que f Log(l — 2rcose + r2)ds = .
0 slogrt s [r =1

w/2
(b) Utiliser le résultat de (a) pour calculer f Log sin 8 df (Voir probléme 23).
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103. Compléter la démonstration du cas 2 dans le probléme 25.

«© x_p

104. si 0 < p < 1 montrer que f Tde =7 cotg pm au sens de la valeur principale de Cauchy.
o ¥
i 1 _ V3 <r\/§>
105. Montrer que n;_x———n4+n2+ I = th {5

106. Montrer que si n = o, 'intégrale du premier membre de (1) dans le probléme 29, tend vers zéro.

107. Montrer que 1.1 r_ 1. . _ 57
we FogtETEt 1536

108. Démontrer les résultats donnés a la page 175 pour (a) = f<2”2$> et (b) i (-1)nf<2n+1

)
2 )

109. Si — m £ 6 < =, montrer que 3 (—1)"n§in ne o - ‘9(”_‘1)2(”+9).
n=1

110. Montrer que la fonction cotgz — 1/z du probléme 34 est bornée sur les cercles Cy.

111. Montrer que les deuxiéme, quatridme et sixidme intégrales de ’équation (3) du probleme 36 tendent vers
zéro quand € > 0 et R = =

112. Montrer que L — 1 1 - = I,
onfrer Que  ~5 5 T Ien (3+/2) | 5 ch (57/2) 8
1 a+iw 2t 1 o
113. Montrer que — f € 4z = —— oua et t sont des constantes positives quelconques.
271 Joie V7 \/;E
< e 1977
114. Montrer que 3, SBrT .
ontrer qu ng,l i 56700
115. Montrer que J'x_____d:c_ = 4=7
o (®2+1) ch nx 2
3
116. Mont ue —r——l - 1 1 - e =
Montrer 4 1°sh 7 2% sh 27 +33sh377 360

117. Montrer que si ¢ et r sont des constantes positives quelconques

a+ic .
sin ¢
1 f ezt arccotgzdz =

57;;: a—ix t




CHAPITRE 8

Représentation conforme

TRANSFORMATIONS OU REPRESENTATIONS

L’ensemble des équations
u = u(x,y) |
v = v(,Y) } (2)

définit en général une transformation ou une représentation, qui établit une correspondance entre
les points du plan des uv et les points du plan des xy. Les équations (1) sont appelées équations
de la transformation. Si a chaque point du plan des uv correspond un point et un seul du plan
des xy on parlera d’une transformation biunivoque. Dans un tel cas un ensemble de points du
plan des xy [tel qu’une courbe ou un ouvert connexe] est appliqué sur un ensemble de points du
plan des uv [courbe ou ouvert connexe] et réciproquement. Les ensembles de points qui se cor-
respondent ainsi dans les deux plans sont souvent dits images 1'un de l’autre.

JACOBIEN D’UNE TRANSFORMATION

Un domaine fermé (R du plan des xy est en général transformé par (I) en un domaine fermé
R du plan des uv. Dans ces conditions si AA,, et A4, désignent respectivement les aires de ces
domaines, on peut montrer que dans le cas ol u et v sont continument différentiables

. AAuw o(u, v
ou lim est a prendre pour A4, (ou AA, ) tendant vers zéro et ou le déterminant
ou  ou
dwv) _ 0P W sudv  dudy (3)
o, y) o dx 9y oy o
éx 9y

est appelé le jacobien de la transformation (I1).

Si 'on résout (1) considéré comme un systéme d’équations définissant x et y en fonction de
u et v, on obtient la transformation x = x(u,v),y = y(u, v), souvent appelée transformation inverse
de (I). Si x et y sont uniformes et continliment différentiables le jacobien de cette transformation

d(x, ) . : s o(u,v) X ,
est ———; on peut démontrer qu’il est égal a I'inverse de ——— [voir probleme 7]. Si I'un des
d(u, V) d(x, y)

deux jacobiens est différent de zéro dans un domaine il en sera donc de méme pour lautre.

Réciproquement on peut montrer que si u et v sont continiiment différentiables dans un ou-
d(u, )

(x,y)

vert connexe (R et si le jacobien ne s’annule pas dans (R, alors la transformation (1) est

biunivoque.

FORME COMPLEXE D’UNE TRANSFORMATION

11 est particuliérement intéressant de considérer le cas ou u et v désignent la partie réelle et
la partie imaginaire d’une fonction analytique de la variable complexe
z=x + iy, le. w=u+iv={Ff(z) = flx + iy).
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Dans un tel cas le jacobien de la transformation est
d(u, v)
é(x, y)

(voir probléme 5). On en déduit que la transformation est biunivoque dans les domaines ou f'(z) # 0.
Les points pour lesquels f'(z) = 0 sont appelés points critiques. '

F(2)P (4)

REPRESENTATION CONFORME

Supposons que par (I) le point (x;,y,) du plan des xy soit transformé en le point (uy s Uy)
du plan des uv [Fig. 8-1 et 8-2] cependant que les courbes C| et C, [se coupant en (x,,y,)] sont
respectivement transformées en C1 et 02 [se coupant en (u, vo)]. Une transformation telle que
l'angle entre C, et C, en (x,,y,) est égal en grandeur et sens, a l’angle entre C et C en (4, , Uy),
est dite conforme en ( o » Yo ) Une transformation qui conserve les angles en grandeur mais pas né-
cessairement en sens, est dite isogonale.

(g, )

L (g, Yo) =

Fig.8-1 Fig. 8-2

Le théoréme suivant est fondamental.

Théoréme. Si f(z) est analytique et si f'(z) # O en tous les points d’un ouvert connexe (R,
la transformation w = f(z) est conforme en tous les points de R.

Dans le cas des transformations conformes,de petites figures dans le voisinage du point E du
plan des z, sont transformées en des figures semblables dans le plan des w, leurs aires sont multi-
pliées par un facteur donné approx1mat1vement par |f'(z,)I?. Les petltes distances dans le plan des z
au voisinage de z, sont de méme multipliées approximativement par | ' (2,)]. De grandes figures
dans le plan des z sont habituellement représentées par des figures du plan des w qui sont loin d’étre
semblables.

THEOREME DE RIEMANN SUR LA REPRESENTATION CONFORME

Soit C [Fig. 8-3] une courbe fermée simple du plan des z constituant la frontiere d’un ouvert
connexe (R.Soit d’autre part C' [Fig. 8-4] un cercle de rayon un centré a l’origine [le cercle unité]
constituant la frontiére d’un ouvert connexe (R du plan des w. La région R est quelquefois appelée
le dlsque unité. Le théoréme de Riemann sur la représentation conforme établit qu il existe une fonc-
tion w = f(z), analythue dans R qui a tout point de (R associe un point de @R’ et a tout point de
C un point de C', la correspondance étant biunivoque.
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Plan de la variable z Plan de la variable w

Fig. 8-3 Fig. 8-4

La fonction f(z) considérée dépend de trois constantes arbitraires réelles qui peuvent étre dé-
terminées en imposant au centre de C’de se transformer en un point donné deR, et a un point
de C' de se transformer en un point donné de C. On remarquera que ce théoréme de Riemann
établit seulement l’existence de f(z) mais ne donne pas cette fonction.

Il est possible d’étendre ce théoréme de Riemann au cas ou 'une des régions est bornée par
deux courbes fermées simples 'une intérieure a I'autre, la deuxiéme région étant une couronne
circulaire.

POINTS FIXES OU POINTS INVARIANTS D’UNE TRANSFORMATION

Supposons que ’on fasse coincider le plan des w et le plan des z, on peut alors parler d’une
transformation du plan en lui-méme. Les points pour lesquels z = f(z) ne changeront pas lors de
cette transformation, pour cette raison on les appelle points fixes ou points invariants de la trans-
formation (ou parfois points doubles).

Exemple : Les points fixes ou points invariants de la transformation w = z2, sont solutions de z2 = z i.e.
z = 0,1.

QUELQUES TRANSFORMATIONS GENERALES

Dans les exemples suivants «, 3, v sont des constantes complexes,a, 0, étant des constantes
réelles,

1. Translation. w=z+2§

Par cette transformation les figures du plan des z sont déplacées ou translatées dans
la direction du vecteur .

2. Rotation. w = % z

Par cette transformation les figures du plan des 2z subissent une rotation d’angle 0.

3. Homothétie. w = az

Par cette transformation les figures sont dilatées (ou contractées) sia > 1 (si 0 <a < 1).
On considere la contraction comme un cas particulier de dilatation.

4. Inversion. w = 1/z
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TRANSFORMATIONS SUCCESSIVES

Si w = f,() applique la région (R, du plan des { sur la région R,, du plan des w cependant
que § = f,(2) applique (R, du plan des z sur R, alors w = f,[f, (2)] applique R, sur R,,. Les
fonctions fl et f2 définissent des transformations successives d’un plan sur un autre, ces transforma-
tions étant équivalentes 4 une seule transformation. Ces idées peuvent étre aisément généralisées.

LA TRANSFORMATION LINEAIRE

La transformation W = a2+ B (5)

ou a et B sont des constantes complexes est appelée une transformation linéaire. Etant donné que
Pon peut.écrire (5) au moyen des transformations successives w = ¢ + 3, { = e¥% 7, T = a2z ou

a = ae’ on voit que la transformation linéaire la plus générale s’exprime sous forme de produit
de transformations telles que translation, rotation, homothétie.

LA TRANSFORMATION HOMOGRAPHIQUE

o + 8

La transformation w = ,
vZ + 8

ad — By # 0 (6)

est appelée transformation homographique. Cette transformation peut étre considérée comme le
produit de transformations telles que translation, rotation, homothétie et inversion.

La transformation (6) a la propriété de transformer les cercles du plan des z en cercles du
plan des w en considérant que les lignes droites sont des cercles particuliers de rayon infini. Voir
problémes 14 et 15.

La transformation est définie par la donnée de trois points distincts du plan des z et de
leurs trois points transformés dans le plan des w, I'un d’entre eux pouvant étre a l'infini,

Si 25 2,, 25, z, sont distincts, la quantité

(24 — 21) (22 — 23)
(72— 21)(24 — 23) (7)

est appelée birapport de 2, ,2,,2,,2,. Ce birapport est invariant par toute transformation homo-
graphique et cette propriété peut étre utilisée pour obtenir des transformations particulieres trans-
formant trois points en trois autres points.

REPRESENTATION D’UN DEMI-PLAN SUR UN CERCLE

Plan de la variable z Plan de la variable w
’ Y

Pazy

Fig. 8-5
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Soit z, le nombre complexe attaché a un point quelconque P du demi-plan supérieur R de
la figure 8-5 préeédente. La transformation

— i f;z_">

w = e (z 2 (8)
applique le demi-plan supérieur de facon biunivoque sur lintérieur (R du cercle unité |lw| = 1 et
réciproquement. Chaque point de 'axe réel est transformé en un point du cercle. La constante 0

peut étre déterminée en imposant 4 un point particulier de l'axe des x, d’étre transformé en un
point donné du cercle

Dans les figures précédentes et dans celles qui suivent, nous avons désigné par les lettres A,
B, C etc. .. les points du plan des z et par les mémes lettres accentuées A', B, C' etc... leurs
transformés dans le plan des w. Dans le cas ou des points sont & l'infininous les avons représentés
par des fléches, il en est ainsi pour A et F dans la figure 8-5 ; ces points correspondent respecti-
vement 4 A’ et F' (confondus) de la figure 8-6. Quand z décrit la frontiére de R [i.e. 'axe réel]
de — o (point A) a + o (point F), w décrit le cercle unité de A’ & A’ dans le sens direct,.

LA TRANSFORMATION DE SCHWARZ - CHRISTOFFEL

Considérons un polygone [Fig. 8-7] dans le plan des w, ayant pour sommets w,,w,, .., w,
et pour angles intérieurs respectivement o, , o, ,...,%,.S0it w,,w,, ..., w, les points correspon-
dant respectivement a x,,x,,...,x, de l’axe réel du plan des z [Fig. 8-8].

v Plan de la variable w y plan de la variable z
. e
U : a . k.4
*; *; x3 %4 o5
Fig. 8-7 Fig. 8-8

Une transformation qui représente lintérieur (R du polygone considéré sur le demi-plan supé-
rieur du plan des z, et la frontiére du polygone sur P’axe réel, est donnée par
dw

—d—z- = A <z — xl)al/#—l (z — x2)ﬂ2/1r—1 PPN (z — xn)dn/ﬂ'—l (9)

ou
w = Af (2 — )™ Nz —x)®/™ L - (2 —wa)*" " d2 + B (10)
ou A et B sont des constantes complexes.
On notera que
1. Parmi les points x, ,x,,... x, on peut en choisir trois arbitrairement.
2. Les constantes A et B déterminent la taille,l’orientation et la position du polygone.

3. 1l est commode de choisir un point, par exemple x,, a l'infini,cas dans lequel le dernier
facteur de (9) et (10) n’existe pas.

4. Des polygones infinis non fermés peuvent étre caonsidérés comme des cas limites de poly-
gones fermés.
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TRANSFORMATIONS DE FRONTIERES EXPRIMEES SOUS FORME PARAMETRIQUE

Supposons que dans le plan des z une courbe C (Fig. 8-9), fermée ou non, soit représentée
paramétriquement par

x = Ft), y=G@) (11)
oll 'on suppose que F et G sont continliment différentiables. Alors la transformation

z = F(w) + iGw) (12)
représente la courbe C sur I'axe réel C' du plan des w [Fig. 8-10].

Plan de la variable z ., Plan de la variable w

C

Fig.8-9 Fig. 8-10

QUELQUES REPRESENTATIONS CONFORMES PARTICULIERES

Nous avons indiqué ici quelques représentations particulieres, utiles dans la pratique et pou-
vant servir de références. Pour plus de commodité nous avons donné séparément les fonctions qui
définissent les représentations conformes d’une région donnée (R sur le demi-plan supérieur, puis
les représentations sur le cercle unité. Comme nous l’avons déja vu, il existe une représentation
conforme [Equation 8] appliquant le demi-plan supérieur sur le cercle unité.

A. REPRESENTATIONS SUR LE DEMI-PLAN SUPERIEUR

A-1{S§ecteur infini d’angle n/m w=2z" m=1/2
Fig. 8-11| Plan de la variable z Fig. 8-12| Plan de la variable w
Y ¢ v
A .
B :
ﬂ‘/m‘D E =z 41 3 B’ c D E @
C 1 1
A-2 | Bande infinie de largeur ¢ w = em2/a
Fig. 8'13| Plan de la variable z Fig. 8-14| Plan de la variable w
Yy Vo
By A
a’ ;
— l o Al B cip E F o,
D F -1 1
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A-3

Demi-bande de largeur a

(a)

Fig. 8-15 Plan de la variable z

‘ Fig. 8-16

Plan de la variable w

o

(®)

T2
W =COS —
a

| Fig. 8-17 Plan de la variable z

Fig. 8-18

Plan de la variable w

e

Y

B

(0 w = ch %2
Fig.8-19 Plan de la variable z Fig. 8-20 Plan de la variable w

A4

Demi-plan échancré d’un demi-cercle

=8 1
w = 2<z+z>

Fig. 8-21 Plan de la variable z

Fig. 8-22

Plan de la variable w
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A-5

Demi-cercle

| Fig. 8-23

Plan de la variable z

Fig. 8-24

Plan de la variable w

v

A-6

Secteur circulaire

14 2m\?

Fig. 8-25

Plan de la variable z

Y

Fig. 8-26

Plan de la variable w

A-7

Lunule d’angle 7/m
[ABC et CDA sont des arcs de cercle]

m
w=e2miarccotgp(:_i_%) , mz2

Fig. 8-27

Plan de la variable z

y

Fig. 8-28 I

Plan de la variable w

A-8

Demi-plan échancré d’un cercle

w = coth (7/z)

M Plan de la variable z

Fig. 8-30 I

Plan de la variable w

207
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Extérieur de la parabole y2 = 4p(p — x)

w = i(Vz—Vp)

Fig. 8-31

Plan de la variable z

Fig. 8-32

Plan de la variable w

&y v
_ NP
4p A’ B! c D B
% > > - *
c -Vp Vp
D
E
A-10 | Intérieur de la parabole y2 = 4p(p — x) w = emVzp
Fig. 8-33 Plan de ia variable z Fig.8-34 Plan de la variable w
cl¥ v
e rp ,
g % 4 B o p ®m
> x > - %
D |B -1 1
A
A-11| Plan privé de deux demi-droites paraliéles w = —7i+ 2Logz—#2

Fig.8-35

Plan de la variable w

Fig. 8-36

Plan de la variable z

e ”
A ! B
c 1{ . A’ B’ ¢ D E g
< } % - -
ol 1 1
: g j D
L
P . 2,
A-12 | Canal coudé a angle droit w = = {Arg th pVz — parctg \/z_

Fig. 8-37

Plan de la variable w

v
A B
E >
1 :
¢ ) u
P
—1
D \ ) ,VD

Fig.8-38

Plan de la variable z

Y

c D ®

_1/p2
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z
A-13| Intérieur de triangle w = f te/m—1(1 — )B/T=1 4t
0
Fig. 8-39 Plan de la variable w Fig. 8-40 Plan de la variable z
v Yy
C
v £ u ¢ Al B C o=
A B o 1

A-14 Intérieur de rectangle

Fig. 8-41

w =

J’z dit
0

mi e 0<k<1

Plan de la variable w

)
S
@

Q
]
S|

Fig. 8-42 I

AI

Plan de la variable z

Y

@I g, D’ Er F ¢ o

T -1k -1

1 1k

' B. REPRESENTATIONS SUR LE CERCLEVUNITE
B-1 Extérieur du cercle unité w = 1/z
Fig. 8-43 Plan de la variable w Fig. 8'44| Plan de la variable z
v Yy
B ‘ D’
/ A / A
u ‘ x
. D B’
B-2 | Extérieur d’une ellipse w = f(ze”*+271¢%)
Fig. 8-45‘ Plan de la variable w Fig. 8-46 Plan de la variable z
v Yy
B D

sinh

. / -

D

C’

T
N

)

B’

209
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B-3 | Extérieur de la parabole y2 = 4p(p — x) w = 2 %— 1
| Fig. 8-47 Plan _de la variable z Fig. 8-48 Plan de la variable w
- o
1
4
p @ E/ C/ U
A/
éd B

B—4 | Intérieur de la parabole y2 = 4p(p — x) w = tg ZZ' %

Fig. 8-49 Plan de la variable z Fig. 8-50 Plan de la variable w

: v
Bl
1
F x AR C

E " C. REPRESENTATIONS DIVERSES ]
C-1| Demi-bande de largeur a sur un = qin T2

quart de plan W= sigg

Fig. 8-51 Plan de la variable z | Fig. 8-52 Plan de la variable w

AY " 71D At
a
Bl C x B % D’ “
a 1 (04

C-2 | Intérieur d’une cardioide sur un cercle w = 22

Fig. 8-53

Plan de la variable w
v

o = 2a2(1 + cos ¢)

Fig. 8-54

Plan de la variable z
Y
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C-3| Couronne circulaire sur un rectangle w = Log z
Fig. 8-55 Plan de la variable z Fig. 8-56 Plan de la variable w
D Yy v
F E
/] - D’
a . = Inae
E[ _F G x (e .
A\ H C
u = lnbadp
H —— 4’
B
C—-4 | Demi-bande sur une bande infinie w = Log coth (z/2)
Fig. 8-57 Plan de la variable z Fig. 8-58 l Plan de la variable w
Yy v
G’ ' '
B A: — F - : E
Ce T - /2
f 3
D . g H "
E B’ A ,
Fe 7 /2 o
G > > —
H B’ c’ D’
C-5 Plan privé de deux demi-droites paralléles sur une bande infinie w o= z4 et

Fig. 8-59] Plan de la variable w

Fig. 8-60 I

Plan de la variable z

v Y
1
A A’
" B
T
g U
E. j D -
1 E
Problemes résolus
TRANSFORMATIONS

1. On considére le domaine rectangulaire (R [Fig. 8-61 ci-aprés] du plan des z, limité par
x =0,y =0,x =2 y = 1, Déterminer le domaine R’ du plan des w en lequel R est

transformé par :
(@ w = z+ (1—21), (b) w = y2e™/*g,

(@ Siw=2+1-20), alors u+w=z+iy+1-20=(@+1)+iy—2 et uw=e+l,v=y—2

(¢) w = V2e™*z + (1 - 20).

211
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La droite x = Q est transformée enu =1 ; y = 0env= -2 ;x=2enu=3;y= 1 en
v = — | [Fig. 862]. On, peut montrer que tout point de & est transformé en un point et un seul de
& ' et réciproquement.

Plan de la variable z Plan de la variable w

Fig. 8-61

Fig. 8-62
La transformation fait subir une translation au rectangle. En général w = z + f fait subir une trans-
lation a tout domaine.
() Si w = V2emi/tz, alors utiv = 1+ a+iy) = z—y+ilety) £t wu=w-y, v =2c+y.
La droite x = O est transformée enu=—y v=youu=—v;y=0enu=x,vy=x0Uuu=1v,;
x=2enu=2-yv=2+youutv=4;y=lenu=x-1,v=x+

1 ouv — u= 2 [Fig. 8-64].
[Fig. 8-64].

Plan de la variable z

Plan de la variable w

v A
: 4
N
v—u =2 -
R?
D
v
& g
N
N ”
Fig. 8-63 Fig. 8-64

La transformation se décompose en une rotation (d’angle /4 ou 45°) et une homothétie (de rap-

port \/2—) En général la transformation w = « z transforme une région par une rotation suivie d’une ho-
mothétie,

(c) Siw=+vV2em/4z+(1—2i), alors u-+iv=(1+ie+iy)+1-2i et u=c—y+lLv=x+y—2
Les droites x = 0, y = 0, x =
=3,

2, y = 1 sont respectivement transformées en u + v = — 1,
u—v=3u-+tv

u —v =1 [Fig. 866].

Plan de la variable z

Plan de la variable w

Fig. 8-65 Fig. 8-66
La transformation est le produit d’une rotation et d’une homothétie comme dans (b) suivies d’une
translation. En général la transformation w = az + § se décompose en produit de rotation,homothétie et

translation ; on peut considérer une telle transformation comme résultat des deux transformations succes-
sives w = az; (rotation et homothétie) et z;, = z + f/a (translation).
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2. Déterminer la région du plan des w en laquelle chacune des régions suivantes est transformée
par la transformation w = 22

(¢) Premier quadrant du plan des z

Soit z = rei, w = petd, Alors si w = 22, pei® =229 et p =12, ¢ =26. Les points (»,0) du
plan des z subissent donc une rotation d’angle 20 suivie d’une homothétie de rapport r. Les points du
premier quadrant étant tels que 0 < 8 < #/2, r > 0 on en déduit que 0 < ¢ < 7 et le domaine trans-
formé est le demi-plan supérieur [Fig. 867 et 8-68].

Plan de la variable z Plan de la variable w
Yy e : v
x w
Fig. 8-67 Fig. 8-68

(b) Domaine limité par x = 1,y = letx + y = 1.

De w = z2 qui est équivalent & u + iv = (x + iy)? = x2 — y2 + 2ixy, on tire u = x? — y2,
v = 2xy. La droite x = 1 se transforme en u = 1 — 3> v= 2y ouu = 1 —%/4 1 la droite y = lenu=x*—1

y=2ouu=v2/4 — 1 ladroitex +y=1louy=1—x enu=x2—(1—x)2=2x—-1,v=2x(1—x)=2x—,2x2
ouv = 1/2(1 — u?) en éliminant x,

Les régions considérées ont été ombrées dans les fisures 8-69 et 8-70 ci-dessous. Les points 4, B, C
se transforment en 4, B, C'. On remarquera que les angles du triangle A BC sont égaux aux angles correspondants
du triangle curviligne A’ B’ C'. Ceci résulte du fait que la représentation est conforme.

Plan de la variable z Plan de 1a variable w
Yy
A y=1 Cc
N
'z'x r=1
- u

&\\ .ﬁ‘b‘

z N

x AN

B "{9\
%
Fig. 8-69 Fig. 8-70

REPRESENTATIONS CONFORMES

3. On considére la transformation w = f(z) ol f(z) est analytique en z, et ou f'(2) # 0. Montrer

que par cette transformation la tangente en z, a toute courbe C du plan des z passant par 2z,
[Fig. 8-71] subit une rotation d’un angle égal a arg f'(zo)-

Plan de la variable z Plan de la variable w
|y v
‘ wy T Aw
/
C/ /
/ 00 + &
x Yo o

Fig. 8-71 ‘ Fig.8-72



214  Variables complexes

Quand un point décrit C de z,, & z, + Az, son image se déplace sur c' de wo & wy + Aw. Si la courbe est
paramétrée au moyen du parametre ¢, alors au cnemin z = z(z) [ou x = x(#), ¥y = y(#)] du plan des z,
correspond le chemin w = w(#) [ou u = u(z), v = v(z)] dans le plan des w,

Les dérivées dz/dr et dw/dt représentent les vecteurs tangents en des points correspondants de C et c'.

, dw _ dw de _ . . dz L
D’autre part T f(z)ﬁ et en particulier en z, et wy,
dw _ , dz 1
dt w=1w, = flz) dt ’z=z0 )
. . _ Lo dw _ . , . dz .

pourvu que f(z) soit analytique en z = z, En écrivant —- = poei®, f(z) = Rele, — = 7ryeibo,

on tire de (1) dt Jw=1w, dt jz=2,
poeiéo = Rfroei(ﬂo-i—a) (2)

si bien que

o = 69 T a = 6 + arg f'(zo) ()

qllxi est le résultat demandé. On remarque que si f'(zo) = 0, alors « est indéterminé. Les points pour lesquels
f(z) = 0 sont appelés points critiques.

4. Montrer que 'angle de deux courbes C, et C, passant par le point z, dans le plan des z
[voir figures 8-1 et 8-2 page 201] est conservé [en grandeur et sens] par la transformation
w = f(2). ie. la transformation est conforme si f(2) est analvtique en z, et si f'(zo) #* 0.

D’aprés le probléme 3 chaque tangente subit une rotation d’un angle égal 3 arg f'(zo) # 0. Les angles
entre deux courbes sont donc conservés & la fois en grandeur et en sens par une telle transformation.

JACOBIEN D’UNE TRANSFORMATION

5. Siw={f(2) = u + iv est analytique dans (R, montrer que

a(u, v)
= f’ 2)|12
Si f(z) est analytique dans (R, alors les équations de Cauchy-Riemann
du _ 9w 8y du
ax ~ oy’ ox oy
sont vérifiées dans R On a donc
du  Ju du du
duv) _ | by| ox oy | _ <§E>2 <§£>2
8(x, y) w9 _du du dx Iy
dx dy dy odx .
ou Lou
meidl = pep

en utilisant le probléme 5, chapitre 3, page 72.

6. Déterminer le jacobien de la transformation de (a) probiéme 1(c), (b) probléme 2 et donner
une interprétation géométrique des résultats obtenus.

(@ Si w = f(z) = V2erirtz + (1—2i), alors d’aprés le probléme 5 le jacobien

ZEZ:;; lf'@2 = [VZemitjz = 2

Géométriquement ceci montre que toute région du plan des z [en particulier le domaine rectangulaire (R
de la figure 8.65 page 212] est transformée en une région d’aire double.
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Autre méthode. Les équations de la transformation sont u = x — y, v = x + y et donc

ou du
du,v) _ |9 %y - 1 -1 -
3, y) v a 1 1
dx 9y
(b) Si w=f(z) =22 alors
M) 1l = 22 = |Pet2i? = A2 +?)
a(x, ) :

Géométriquement une petite région du plan des z, d’aire 4, située & une distance approximative r de
'origine est transformée en une région du plan des w, d’aire 4r24. Les régions situées loin de Porigine
seront plus agrandies que des régions semblables situées plus prés de l’origine.

On remarquera qu’au poins critique z = 0, le jacobien est nul. En ce point la transformation n’est
pas conforme.

Montrer que 8w, v) 4(,y) = 1.
oz, y) o(u,v)
A la transformation (I) u = w(x,y), v = vz, y), de jacobien ‘;EZ v;’ est associée la transformation
’ y
inverse (2) » = x(x, ), ¥y = y(u,v), de jacobien o, y)
dlu, v)
D'aprés (1) dw = Pap+ Loy, v o= Paw + Lay.
: ’ dx oy 7’ dx dy
S _ o ox _ 9% oy
D’aprés (2), de = a—udu + e dv, dy = audu + vdv.
D’ol du = au{ du + ———d } + —{ayd + aydvk
ox u
. du dx ou oy du 9z du oy
- {ax ou Gy au} du + {ax 50 T ay 62)} dv
et donc dudxr | dudy _ 1, dudx | dudy _ 3)
9z du ay ou % v dy ov
N dv dx dvdy _ dv 9% vy _
ov 9x = 1, oY = g
De la méme fagon on trouve 3% 30 + = 3y ov om 3 + 3y ou (4)

Utilisant (3) et (4) et la régle de formation du produit de deux déterminants (voir probléme 94), on trouve

du ou| |z oz
6(u,v).8(x,y) dx dy ou ov
oa,y) 80uv) T gy aul| |ay oy
ox oy | |ou v

owow | oudy Guds | oudy
dx du | Sy du dxdv | Ay ov _ ‘ 1 0

v 8z dvdy vz 9v 9y
3r du ay du  dx v dy 8v

Que devient le probléeme 7 si u et v sont les parties réelle et imaginaire d’une fonction analytique f(z) ?

a<7'ly U) -

Dans ce cas
alx, )

A, y) _

iforme et analytique, alors
uni ytiq alu, v)

f(z)|2 d’aprés le probleme 5. Si la transformation de w = f(z) est z = g(w) supposée

=|g'(w)'2. Le résultat du probléme 7 est une conséquence du fait que
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dw |2

Fee e = |4

dz

dw

car dw/dz = 1/(dz/dw)..

TRANSFORMATIONS HOMOGRAPHIQUES

2

=1

9. Déterminer une transformation homographique qui aux points z,, 2,, z, du plan des z, fait

correspondre les points w,, w,, w, du plan des w.
1 29 3 b

Si w, correspond a z,, k=1, 2, 3, on a

az - BB oz + B

(ad ~ By)(z — 2y)

w — Wy = — =
yz+ 8 vz, + 8 (yz + 8)(yz, + 8)
6 — - _— — - —
Dol w—w, = (a Bz —2) , w—wy = (a8 — By)(z — 23)
(vz+ 8)(vzy £ 8) (vz + 8)(yzs + 8)
En remplagant w par w, et z par z,, on obtient
wo — W = (a8 = B (72 — #) W — W = (a8 — By Nag — 23)
P T Gt T Gt o)zt o)
Par division de (7) et (2) en supposant
A, (w —wy)(wy — wy) — (7 — 21) (29 — 23)
” (W — wgj(wy — wy) (7 — 25) (22 — 2y) ‘ _

(1)

@

&)

La résolution par rapport & w donne la transformation demandée. Le second membre de (3) est appelé bi-

rapport de z,, z,, z; et z

10. Trouver une transformation homographique qui fasse correspondre respectivement aux points

z=10,— 14 — 1 les points w = i, 1, Q.
Méthode 1. De w = iZi? on tire
oo a0+ _ao=)+8
S O ETE @ 1= Ts

D’aprés (3),3 = «. D’aprés (1), 8 = B/i = —ia. D’aprés (2), y = te. Dol

w = e 1/2+1 _./z*l
T daz—da | i \z—1 l\z—l
Méthode 2. On utilise le probléme 9. On a donc
(w —)(1 — 0) (2= 0} (~i+1) et oose oz - =_.(z +1
w=0)1=3) T i) Soit apres résolution, w i s -1
11. Si 2z, est dans le demi-plan supérieur, montrer que la Yy

transformation homographique w = g% %‘3
transforme la moitié supérieur du plan de la variable z
en lintérieur du cercle unité du plan de la variable w,
ie. lw| < 1.

On a

D’aprés la figure 8-73 si z est dans le demi-plan supérieur,
|z ~ zgl < |z — Zz,], 'égalité n’étant réalisée que si z appartient
a Paxe réel. Dans ces conditions on a bien |w| < 1.

On peut aussi déterminer directement cette transformation
(voir probleme 61).
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12. Trouver une transformation homographique qui applique la moitié supérieure du plan de la
variable z sur le cercle unité de telle fagon qu’au point 2 = | corresponde le point w = 0

et au point a ’infini le point w = — 1.
. . ) z— 2 /1= zg\
Az = jcomespond w=0etaz=ow=—1 de w = e =} on tire donc 0 = eifo| ———
z— 7, &z —Zy/
si bien que z, = i. Donnant a z la valeur z = °° on en déduit w = €% = — 1 ; la transformation cher-
chée est donc
o /z—i _ i—z
w = 1)\z—i> T i+
On a représenté dans les figures 8-74 et 8-75 les divers points considérés.
Plan de la variable z Plan de la variable w
Y v
D’
Pe:
1
E' u
A’ P’ (0
1 B C D z
A
BI
Fig. 8-74 Fig.8-75 .
13. Déterminer les points fixes ou invariants de la transformation w = %%tf
Les points fixes sont solutions de z = % ou 22+2z+5 =0, ie. 2z = —-1*2i,

14. Montrer que la transformation homographique peut étre considérée comme le produit de trans-
formations telles que translation, rotation, homothétie et inversion.
. ‘_QZ+B_E‘B‘/_QS_ I . _ . 9
On obtient par division w = Yets — 3 Tyt — A+ por ol N=aly, p = (By—ad)y et
v = §/v sont des constantes. La transformation est équivalente 8 { = z + v, 7= 1/{ et w = XA + u7 qui
sont des produits de translation, rotation, homothétie et inversion.

15. Montrer que la transformation homographique transforme les cercles du plan des z en cercles
du plan des w, les droites étant considérées comme des cas particuliers de cercles de rayon
infini,
L’équation générale d’un cercle du plan des z est d’aprés le probléme 44, chapitre 1, 4zz + Bz + Bz 4+ C =0,
ol A >0, C> 0 et ot B est complexe, Si 4 = 0 le cercle se réduit a une droite.

Par une inversion w = 1/z ou z = 1/w, cette équation devient Cww + Bw + BW + 4 = 0, qui représente
un cercle du plan des w,

Par la similitude w = ¢z ou z = w/a, cette équation devient Aww + (Ba)w + (Ea)W + Caa = 0, qui est
encore un cercle,

De la méme fagon on peut montrer analytiquement ou géométriquement que sous effet d’une translation
les cercles sont encore transformés en cercles.

Etant donné d’aprés le probléme 14 qu’une transformation homographique peut étre considérée comme le
produit des transformations que nous avons envisagées,le résultat demandé se déduit immédiatement du fait
que chacune de ces transformations transforme des cercles en cercles.
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TRANSFORMATIONS PARTICULIERES

16. Vérifier les résultats (a) A-2, Page 2056 (b) A-4, Page 206 (c) B-1, Page 209,
(a) On se reportera aux figures 8-13 et 8-14 page 205.

Siz = x + iy, alors
w = u+iv = emra = emztiwde = ¢m/¢(cos7y/a + 1isinzy/a)

ou u = e7*a cos my/a, v = €774 sin zy/a.

La droite y = 0 [I'axe réel du plan des z ; DEF dans la figure 8- 13] est transformée en u = e’”‘/" =0
[Paxe positif du plan des w ; D'E'F dans la flgure 8-14]. L’origine F [z = 0] se transforme en E'lw=1]
cependant que D [x = — o0, y = 0] et F [x = + oo, y = 0] sont transformes en D' [w = 0] et F[w = o).

La droite y = a [ABC dans la figure 8-13] se transforme en u = — e™/4 y = 0 [U'axe réel négatif du
plan des w ; A’B'C' dans la flgure 8-14]. Les pomts A[x =+ 9,y =a]et C[x = — , y = a] sont res-
pectivement ‘transformés en A’ [w=—"]et C'"[w=0]

Tout point tel que 0 < y < g, — o < x < = est transformé de facon biunivoque en un point du
plan des uy pour lequel v > 0.
(b) On se reportera aux figures 8-21 ef 8-22, page 206.
Si z = re®, alors

. a _a _ _a 1 g/ 1N .

w = u+ v = §<z+;> = §<rela+—e 19) = §<T+T>coso+ 2<7‘ T>sm0
_af, 1 _af, 1)

et u—Z\r+7.>coso, v=g(7 )

Le demi-cercle BCD [r = 1, 0 < 6 < 7] se transforme en le segment B'C'D' [u =a cos §, v = 0,
06 <7 ie. —afugal

La droite DE [0 = O, r > 1] se transforme en la droite D'E’ [u = §<r + %>, v = 0}; la

droite AB [0 = 7, r > 1] se transforme en la droite A’B’ [u = —% <r + —:;), v= 0}.

Tout point du plan des z tel que »r = 1 et 0 < § < 7 est transformé de fagon biunivoque en un
point du plan des uv tel que v =2 0.

(¢) On se reportera aux figures 843 et 8-44 page 209.

Si z=rel® et w = peld, alors w =1/z devient peid = 7—.2.9 = %e—ie d’ot p = 1/r, ¢ = —

Le cercle ABCD [p = 1] du plan des w est transformé en le cercle 4 'B'C'D" [r = 1] du plan des z.
On remarque que si ABCD est parcouru dans le sens direct, A'B'C'D’ est parcouru dans le sens rétrograde.

Tout pomt exterleur au cercle ABCD [p > 1] est transformé de fagon biunivoque en un point intérieur
au cercle A'B'C'D' [r < 1].

LA TRANSFORMATION DE SCHWARZ-CHRISTOFFEL

17. Etablir la validité du résultat énoncé sur la transformation de Schwarz-Christoffel.

On doit montrer que la fonction définie par
dw
dz

représente un polygone donné du plan des w [figure 8-76 ci-dessous] sur 'axe réel du plan des z [figure 8-77
ci-dessous].

— A (z — x1>a1/7—1 (z —_ xz)ayfr*l e (z —_ xn)a"/rr~1 (1)

Pour démontrer ce résultat, remarquons que ’on déduit de (/)

argdw = argdz + arg A + <——1> arg (z —xy) + <Ci_—2—1> arg (z — xo)
o @
+ o <7—1> arg (z — x,)

Quand z se déplace sur l'axe réel de la gauche vers x; montrons que w se déplace sur un cdté du poly-
gone vers w,. Quand z franchit x, de la gauche vers la droite 0, = arg (z — x,) varie de m & O cependant
que tous les autres termes de (2) demeurent constants. Dans ces conditions arg dw décroit de
(ay/m — 1) arg (z ~ x,) = (ay/m — 1)m = @, — m ou ce qui est la méme chose, s’accroit de 7 — a,
(Paccroissement étant dans le sens direct).
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Plan de la variable w

Plan de la variable z
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Quand z franchit x,, 6, =

Fig. 8-76

)
z
7
A
/////
-
g //
/// ye
A
e ~
e ‘\01.// \2 o -~
2y X9 xg Xy
Fig. 8-77
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Il ressort de tout ceci qu’au passage de w, ['image de l’axe réel a tourné de m — a;, w se trouve donc a
présent sur le coté w,w, du polygone.
arg (z — x,;) et 0, = arg (z — x,) varient de 7 a 0 cependant que tous les

autres termes sont constants. On effectue donc une autre rotation d’angle m7 — «, dans le plan des w. De
proche en proche on voit que si z décrit 'axe des x, w décrit le polygone et réciproquement,

par (1). [Voir probléme 26].

Montrer que pour des polygones fermés la somme des exposants & 1, L 1,

e T

de la transformation de Schwarz-Christoffel (9) ou (10) est égale 5 — 2.

et I’on obtient alors en divisant par — 7

2

La somme des angles extérieurs d’un polygone étant égale a 2m,

(m—a) + (7 —ay) S C e

= 2

19. Si dans la transformation de Schwarz-Christoffel (9) ou (10) page 204, un point x, par
exemple, est choisi a I'infini alors le dernier facteur n’existe pas.

20.

peut alors s’écrire sous la forme

p — z\on/T1
K (2 — w)ea/m=1 (g — gp)ea/m=1 . .. (z_wn_l)aﬂ_l/n—1< n > "

m‘ﬂ

Quand x,, > 9, le dernier facteur tend vers 1 ce qui entraine la disparition de ce terme..

On peut démontrer que lintérieur du polygone (s’il est fermé) est transformé en le demi-plan supérieur

Dans (9), page 204 posons 4 = K/(— x”)o‘"/””1 oll K est une constante ; le deuxiéme membre de (9)

Trouver une fonction réalisant la représentation conforme de chacune des régions indiguées
du plan des w sur la moitié supérieure du plan des 2.

(a)

Plan de la variable w

?

Q , S

-b b

Fig. 8-78

Plan de la variable z

)

Fig. 8-79
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Soit P, ', 8" et T' {figure 8-79 ci-dessus] les transformés de P, 0, S et T [figure 8-78 ci-dessus]. On peut
considérer POST comme un cas limite de polygone (un triangle) dont deux sommets sont Q et S le troisiéme
P ou T étant a Uinfini,

Par la transformation de Schwarz-Christoffel, les angles en Q et S valant 7/2, nous avons

T2y T2 _,y A K
W A+ -1 = =

r — = Vie=

soit par intégration + B =Karcsinz + B

w = Kf—dz—
V1—22

Pour z = 1, w = b, D’oll (1) b =K arcsin (1) + B = Kn/2 + B.

Pour z = — 1, w = — b. D’ou (2) —b=K arcsin(—~ 1)+ B=—Kn/2 + B
On déduit de (/) et (2) B = 0, K = 2b/7 d’ol

2b . . TW
w — -—_—arcsminz or 2 = sIn o

Ce résultat est équivalent 4 celui donné en A—3(z) dans la table de la page 206 et s’y raméne en chan-
geant les roles de w et z et en posant b = a/2.

(5
Plan de la variable w Plan de la variable z
S
Q b "
P 0 i ~jo’ Q' S’
" 1
Fig. 8-80 Fig. 8-81

Soit P', 0', Q' [z= 1] et S’ les transformés respectifs de P, O, Q [w = bi] et S. On remarque que P, S, P,
8" sont 4 Uinfini (ainsi que les fléches indiquent) cependant que O et O’ sont les origines [w = 0 et z = 0]
du plan des w et du plan des z. Les angles intérieurs en O et Q ayant respectivement pour valeur m/2 et
37/2 on a en utilisant la transformation de Schwarz-Christoffel

dw T2y S Sl SRR et S 1=z
L= AG-0) (z—1) = A\ = K\~
d’od w = K f\[l?dz

Pour calculer cette intégrale on pose z = sin? # et I'on obtient
w = 2Kj cos24ds = Kf(l + cos26)ds = K(6 + Lsin2¢) + B

= K(9 + siné coss) - B = K (arcsin x/2+\/z<1—z))+3

Quand z = 0, w = 0 et dontc B = 0. Quand z = 1, w = bi et donc bi = Kn/2 ou K = 2bi/n. La trans-
transformation cherchée est donc

2

= g(arc sin \/z + V(1 —z))
21. Trouver une transformation appliquant un polygone du plan des w sur le cercle unité dans le
plan des ¢.

La transformation de Schwarz-Christoffel permet de mettre en correspondance un polygone du plan des w
et I’axe des x du plan des z au moyen de

w = Af (2 — )0/ 71 (2 — gg)@/m— L+ ot (z—x,)% /T~ 1dz 4+ B 1)
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Une transformation mettant en correspondance la moitié supérieure du plan des z et le cercle unité du
plant des ¢ est

_i—z 1=

= ou 2‘1<1+;) ®

en remplagant w par { et posant § = 7, z, = { dans ’équation (8) page 204.
Si les transformés respectifs de x,, x,,..., x, sont {;, {,,..., §, sur le cercle unité on a pour
k=1 2,..., n
. 1—§> ./1—§k> ~2i(f — &)
?—x, = i) — i ) = = °F

b <1+§ \T+ ¢ A+0d+
D’autre part, dz = — 2id{/(1 + {)?, ce qui donne en substituant dans (1) et en utilisant le fait que la valeur
de la somme des exposants 2 —1, %21 .. Zm_1 est -2,

w T T
w = A’f ({ — Svl)ozl/w—l (§ — ;2)%/17—1 N (K_ gn)an/n—l d§ + B

. . , ro. . .
qui est la transformation cherchée, 4° étant une nouvelle constante arbitraire.

TRANSFORMATIONS DE FRONTIERES EXPRIMEES SOUS FORME PARAMETRIQUE
22. Soit C une courbe du plan des z, d’équation x = F(t), y = G(t). Montrer que la transfor-

mation ,
z = Fw) + iG(w)

transforme la courbe C en ’axe réel du plan des w.
Si 'on pose z = x + iy, w= u + i, la transformation est représentée par
x+ iy = Flu+iw) + iGu+iv)

Alors v = 0 [I’ xe réel du plan des w] correspond & x + iy = F(u) + i G(w), ie. x = F(u), y = G(u),
qui représente la courbe C.

2 2
23. Déterminer une transformation faisant correspondre a l’ellipse % +g—2 = 1 du plan des z,

I’'axe réel du plan des w.

Une représentation paramétrique de D’ellipse est x = a cos ¢, y = b sin ¢ ol ¢ > 0, b >0, D’apres le pro-
biéme 22 la transformation cherchée est z = ¢ cos w + ib sin w.

PROBLEMES DIVERS

24, Trouver une fonction transformant l’intérieur d’un triangle du plan des w [figure 8-82] en la
moitié supérieure du plan des z.

Soit P' [z = 0] et Q [z = 1] les transformés dans le plan des z de P [w = 0] et @ [w = 1] sommets
du triangle considéré le troisiéme sommet R correspondant 4 R [z = o],

Plan de la variable w Plan de la variable z
v : y
R
p/Y  #Ne g e @
0 1 o 0 1

Fig. 8-82 Fig. 8-83
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On cherche une transformation de Schwarz-Christoffel de la forme

%’zﬂ = Azm-l(z—1)Bim—1 = K zalr=1(]— g)B/m—1
D’oli par intégration
w = Kfz (uT-1(L —¢)B/m—1dr + B
0
Pour z =0, w=0douB=0.Pourz=1,w=1 dou

1 = K 1§a/7—1<1_§)B/7r—1d§ — Dle/7) T(B/7)

0 r <a =+ B)
T
en utilisant les propriétés des fonctions I' et B [Chapitre 10], On a donc

T <_°‘ B)
T
K =

T(a/r) T(B/7)

<a =+ B>

r{t=) .

= PR S A— o/ T— — T—
T(a/7) T(B/x) .fo § T =Rty

et la transformation cherchée est

On notera que ce résultat concorde avec celui de la page 209 [A-13] car la longueur du coté AB dans
la figure 8-39 est

fl §a/T=1(1 — pyB/m—1 dy = T(a/m) F(:B/ﬂ’)
0 T <a + B>

25. (a) Trouver une fonction faisant correspondre a la région ombrée de la figure 8-84 la moitié
supérieure du plan des z. [figure 8-85].

(b) Que se passe-t-il quand b -~ 0 ?

Plan de la variable w Vlan de la variable z
, »
: ailS
P Q/ aNT
" —b b
Fig. 8-84 Fig. 8-85

(@) Les angles intérieurs en Q et 7 valent # — o, cependant que I’angle en S vaut 27 — (7 — 2a) = 7+ 20,
On cherchera une transformation de Schwarz-Christoffel de la forme

% = A(z+1)Tm@im—1mia)/n—1 (5 — 1)(r—a)/m—1
4
A 220/m _ K z2a/n
(FZ—=1am T (12
D’ol par intégration )
_ {2&/#
w = KJ(; a=@er d¢ + B
Quand z = 0, w = ai ; et donc B = ai d’ou
2z
= §2a/1r .
w = K£ A== d¢ + at 1)

La valeur de K peut s’exprimer 4 1’aide de la fonction I' en utilisant le fait que w = b si z = 1 [Pro-
bléme 102]. On trouve

K = (b—ai) Vr @)

e
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27.
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Plan de la variable w
(b) Quand b —~ 0, o — 7/2 et le résultat de («) devient : v

4
. . ¢ d¢ .
w = ai — ai — = aiy1-—2z22 i
) Vi-g w8

= ayz2-—1

Dans ce cas la figure 8-84 devient la figure 8-86. Dans
ce cas le résultat peut &tre obtenu directement en appliquant
une transformation de Schwarz-Christoffel au contour po-
lygonal POQSTU dont les angles respectifs en Q, S et T sont - eiT U ”
m/2, 2m et w/2.
Fig. 8-86

Démontrer que la transformation de Schwarz-Christoffel du probleme 17 représente l'intérieur
du polygone sur le demi-plan supérieur.

Il suffit de montrer que la transformation représente P’intérieur du polygone sur l'intérieur du cercle
unité car nous savons [probléme 11] que [intérieur du cercle unité peut &tre transformé de fagon biuni-
voque en le demi-plan supérieur.

Supposons que la fonction w = f(z) utilisée pour faire correspondre le polygone P au cercle unité C soit
analytique a l'intérieur de C.

Nous devons montrer qu’a tout point a intérieur a P correspond un point z, et un seul tel que f(zy) = a.
Le point g étant intérieur a P, la formule intégrale de Cauchy s’écrit

1 dw
2ri P w—a

= 1
D’ou tenant compte de w—a = f(z) —a,

1 f'(z) —
2m'£ fn—a® = 1

Mais f(z) — a est analytique dans C et d’aprés le probléme 17, chapitre 5, nous avons montré qu’il y a un
seul zéro (noté z,) de f(z) — a intérieur a C, ie. f(zy) = a.

Soit C un cercle du plan des z, centré sur ’axe réel, passant par z = 1 et contenant. z = — 1.
Trouver ’image de C par la transformation w = f(z) = #(z + 1/2).

Nous avons dw/dz = -;—(1 — 1/z%). Comme dw/dz = 0 en z = 1 le point z = 1 est un point critique. La
série de Taylor de f(z) = %(z + 1/z) au voisinage de z = 1 s’écrit sous la forme
w—1 = Ye-12—(—13+ (-1 -]

D’aprés le probléme 100 nous voyons que les angles dont le sommet est en z = 1 sont doublés par cette
transformation. En particulier I'angle en z = 1 extérieur & C valant 7, I’angle en w = 1 extérieur & I'image
C' sera 2m Dans ces conditions C' posséde un point de rebroussement en w = 1 (voir figure 8-88). D’autres
points de C' peuvent étre déterminés directement.

Plan de la variable z Plan de la variable w

Y v

Fig. 8-87 . Fig. 8-88

Il est intéressant de remarquer que dans le cas présent C entoure le cercle |z| = 1 qui est transformé en
le segment — 1, + 1. Donc quand C tend vers ce cercle, C' se rapproche du segment de droite joignant — 1

et + 1.
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28. On suppose que le cercle du probleme 27 se déplace de fagcon que son centre soit dans le
demi-plan supérieur sans cesser d’ entourer gz = 1 ni de passer par z = 1. Déterminer
'image de C par la transformation w = = (2 + 1/z).

Comme dans le probléme 27, z = | étant un point critique, nous aurons un rebroussement au point
w =1 [figure 8 90] Si le cercle {z] = 1 n’est pas tout entier & 'intérieur de C [comme dans la figure
8-89] I'image C' n’entoure pas complétement I'image de |z|= 1 [qui estle segment —1, + 1], C n’entourera
que la partie du segment — 1, + 1 qui correspond & la portion de |z| = . mtérieure a C. C' se présente
alf)rs sous la forme indiquée a la figure 8-90. Quand C varie on obtient d’autres formes semblables pour
C.
Plan de la variable z Plan de la variable w

Y v

%

Fig. 8-89 Fig. 8-90

ﬁ;\
Q

b

8

Le fait que C' présente une ressemblance avec un profil d’aile d’avion est important en aérodynamique
(vloir chapitre 10) et fut utilisé d’abord par Jolukowski. Pour cette raison des formes analogues a celle de
C' sont appelées profils de Joukowski et w = 7 (z + 1/z) est appelée une fransformation de Joukowski,

Problemes supplémentaires

TRANSFORMATIONS

29. Soit T un triangle du plan des z de sommets ;, 1 — i, 1 + i, Déterminer le triangle T' en lequel T est transformé
par chacune des transformations (@ w =3z+4 —2i, (b) w = iz+2—14 (¢) w = Bemi/3z — 2 + 4i.
Quelle relation y a-t-il entre 7T et 7' dans chacun de ces cas ?

30. Représenter la région du plan des w en laquelle I'intérieur du triangle 7 [probléme 29] est transformé par
(@) w=2% (b) w=1i224+2—19z, () w =2+ 1/2.

31. (a) Montrer que par la transformation w = 1/z le cercle C défini par |z — 3] = 5 est transformé en le cercle
|w + 3/16| = 5/16. () En quelle région Pintérieur de C est-il transformé ?

32. (@) Montrer que par la transformation w = (z -~ #)/(iz — 1) la région Im {z} > 0 est transformée en la région
lw| < 1. (b) En quelle région Im {z} < 0 est-elle transformée ?

. 1 . , . s s s
33. (¢) Montrer que la transformation w = —2“(ze—“ + z7l ¢*) ol  est réel applique Vintérieur du cercle |z[= 1
sur extérieur d’une ellipse [voir la partie B—2 dans la table de la page 209]

(b) Trouver les longueurs des axes de l'ellipse de (a) ; construire cette ellipse.
Rép. (b) 2 ch o, 2 sh a.

34. Déterminer ’équation de la courbe du plan des w en laquelle la droite x + y = 1 est transformée par
@w=2z2 (b)w = 1/z.

Rép. (a) u2+2v =1, (b) u2+2uv+20v2 = u+wv
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37.
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2/3
. 1+z . : . s ‘. .
Montrer que la transformation w = 1> fait correspondre au cercle unité une région en forme de coin

que l'on représentera graphiquement.

(a) Montrer que la transformation w = 2z — 3iZ + 5 — 4i est équivalente 4 u = 2x + 3y + 5, v = 2y — 3x -4,

(b) Déterminer le triangle du plan des uv en lequel est transformé le triangle 7" du probléme 29 par la transforma-
tion de (a). Les triangles sont-ils semblables ?

Exprimer les traniformations (@u=4x2 -8y, v=8x —4y? et (b) u = 3~ 3axy?, v = Baly—y° sous la
formew =F(z,z). Rép. (@) w = (1 — ) (2 +22) + (2 — 20)zz+ 8iz, (b) w = z3,

REPRESENTATIONS CONFORMES

38. On considére les transformés par w = z2 des droites y = 2x, x + y = 6 du plan des xy. (a) Représenter graphi-
quement les images de ces droites dans le plan des w. (b) Montrer analytiquement que ’angle des deux droites
est égal a Pangle de leurs transformés et expliquer pourquoi il en est ainsi.

39. Reprendre le probléme 38 avec les transformations (a) w = %, (b) w = z: 1

40. L’intérieur du carré o) de sommets 1, 2, 1 + i, 2 + i est transformé en une reg1on S par les transformations
(@w=2z+5—3i (b)) w=z2 (c) w = sin 7z, Représenter graphiquement &’ dans chacun de ces cas et
vérifier directement que les angles intérieurs de o sont droits.

41. (a) Représenter graphiquement les images du cercle (x — 3)2 + y2 = 2 et de la droite 2x + 3y = 7 par la
transformation w = 1/z. (b) Les images du cercle et de la droite se coupent-elles selon un angle égal a
I’angle des courbes initiales ? Expliquer.

42. Reprendre le probléme 41 avec le cercle (x — 3)2 + »2 = 5 et la droite 2x + 3y = 14,

43. (a) Résoudre le probléme 38 avec la transformation w = 3z — 2iZ
(b) Votre réponse 4 la partie (b) est-elle la méme ? Expliquer.

44. Montrer qu’une condition nécessaire et suffisante pour que la transformation w = F(z,z) soit conforme dans
une région & est que 0F/3Z = 0 et 0F/9z # 0 dans &, quelle en est la signification ?

JACOBIENS

45. (a) Pour chaque partie du probléme 29 determmer le rapport des aires T et T'. (b) Comparer vos résultats
de (@) avec le coefficient d’agrandissement |dw/dz]?.

46. Quel est le jacobien des transformations (@) w = 2x2 — iz +3 — i, (b)) u = x? — xy + 2, v=x%+ xy + )2
Rép. (a) 14z — il2, (b) 4 (x2 + »?). '

47, Montrer qu’un polygone du plan des z est transformé en un polygone semblable du plan des w par la trans-
formation w = F(z) si et seulement si F '(z) est une constante non nulle.

48. La fonction analytique F(z) représente Uintérieur & du cercle C défini par |z| = 1 sur une région & " limitée
par une courbe fermée simple C'. Montrer que {g) la longueur de C' est § |F"(2)! |dz|, (b) laire de &' est

Yc
f |1F'(2)|2 da dy.
R
49. Démontrer le résultat (2) page 200.
50. Trouver le rapport des aires des triangles du probléme 36 (b) et comparer avec le rapport déduit du ja-

cobien,
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51. Soit u = ulx,y), v = v,y et x = xEn, ¥ =yl
o, ) _ Blw,v), 8o, y)
(a) Montrer que a(g,'q) - a(x, y) a(gr 77) '

(b) Interpréter géométriquement le résultat de (a)

(¢) Généraliser le résultat de (a).

52. Montrer que si w = u+iw = F(z), = = a+iy = G¢) et ¢ = ¢+14y, le résultat du probleme 51{a) est
équivalent a

dw dw||dz
dy¢ dz | | d;
TRANSFORMATIONS HOMOGRAPHIQUES
53. Trouver une transformation homographique telle que les images des points i, — i, 1 soient respectivement
0, 1, < Rép. w= (1 — i) (z — D/2(z - 1)
54. (¢) Déterminer une transformation homographique telle que les images des sommets 1 + i, — i, — 2 — {

d’un triangle 7 du plan des z soient respectivement les points 0, 1, ¢ du plan des w.
(b) Représenter Pimage de l'intérieur du triangle T par la transformation obtenue en ().
Rép. (@) w= 2z — 2 = 2){(i — )z — 3 — 5i}
55. Démontrer que le produit (¢) de deux transformations homographiques, (b) d’un nombre quelconque de
transformations homographiques, est encore une transformation homographique

56. Si a # b sont les deux points doubles d’une transformation homographique montrer que 'on peut mettre
I'équation de celle-ci sous la forme
w—a z—a
w—0o K<z-b>

57. Sia = b dans le probléme 56, montrer que la transformation considérée peut étre représentée par

ou K est une constante.

Lo L.y
w—a T—a
ou k est une constante,
58. Montrer que la transformation homographique la plus générale mettant en correspondance {z{ = [ et (wj =1,
est
w = eif TP
pz—1

oll p désigne une constante.

59. Montrer que la transformation du probléme 58 transforme |z| < 1 en (a) |w| < 1si [p| < I, (b) w| > 1
si|pl> 1.

60. Que se passe-t-il si|p| = 1 dans le probléme 58 ?
61. Résoudre directement le probiéme 11.

62. (a) Si 7, 24, Z4, Z4 sont quatre points cocycliques montrer que leur birapport est réel.

(b) La réciproque de (a) est-elle vraie ? Rép. (b) Oui.
LA TRANSFORMATION DE SCHWARZ-CHRISTOFFEL

63. Déterminer 4 'aide de la transformation de Schwarz-Christoffel une fonction réalisant la représentation
conforme de chacune des régions indiquées du plan des w, sur la moitié supérieure du plan des z.

(@)

Plan de la variable z Plan de la variable w
y v
A
?
B C A’ o B! C’
» x e > %
0 1 1

Fig. 8-91 Fig. 8-92
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(b) Plan de Ia variable z Plan de la variable w
k) v
B A
2 C
A’ B’ C’ D’ B
- x - > %
D E -1 1
Fig. 8-93 Fig. 8-94
(c) Plan de la variable z Plan de la variable w
Yy v
C B A
T
A’ B’ c , D o4
> > ® > P U,
C D E -1 1
Fig. 8-95 Fig. 8-96
(d) Plan de la variable z Plan de la variable w
Yy v ,
&
< , ’ ’
/‘ \ g :C - —‘rA, Q0 lz :C u
o 1 1
A
Fig. 8-97 Fig. 8-98

Rép. (@) w=23 (b) w =ch (#2/2), (¢) w = e%, (d) w=2%5

64. Vérifier le résultat A-14 de la table 209, 3 Vaide de la transformation de Schwarz-Christoffel.

65.

Trouver une fonction réalisant la représentation conforme du domaine infini omb,ré d,e la figure 8-99 sur la
moitié supérieure Idu plan des z [Fig. 8-100] de telle fagon que P, g, R et P', 0', R' soient en correspon-
dance [olt P, R, P, R’ sont & Iinfini ainsi que les fléches 'indiquent]. Rép. z = (w + 1 — mi)?

Plan de la variable w Plan de la variable z

v Y
~g+ i 3 =
13 ! 7
u :P Q :R x
P
Fig. 8-99 Fig. 8-100

66. Retrouver le résultat A-12 de la table page 208 & l'aide de la transformation de Schwarz-Christoffel.

3]
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67. Déterminer une transformation conforme appliquant chacune des régions ombrées du plan des w représentées
ci-dessous, sur la moitié supérieure du plan des z.

(@)
Plan de la variable w Plan de la variable z
) i Y
)a/s/
T R °
. b P : Q R N
P Q 1
Fig. 8-101 Fig. 8-102
(b)
Plan de la variable w Plan de la variable z
e - Y
| R
'4 7 7 '’ r
z o sy, g ® 5o,
1
Fig. 8-103 Fig. 8-104

68. (a) Retrouver le résultat A-11 de la table page 208 a l'aide d’une transformation de Schwarz-Christoffel.
(k) A Taide de (a) et du résultat A-12 page 205 retrouver le resultat C-5 page 211,

TRANSFORMATIONS DE FRONTIERES EXPRIMEES SOUS FORME PARAMETRIQUE.

69. (¢) Trouver une transformation faisant correspondre une ligne droite & la parabole ¥2 = 4p (p — x).
(b) Quelle relation y a-t-il entre votre réponse et le résultat A-9 de la table page 208 ?
Rép. (a) Une transformation possible est z = p — pw2 + 2 piw = p(1 + iw)? déduite de la représentation

paramétrique x = p(1 — 2), y = 2pt.

70. Trouver une transformation faisant correspondre une ligne droite 4 I'hyperbole x = a cht¢, y = a sht.

Rép. z = a(chw + i sh w)

71. Trouver une transformation mettant en correspondance la cycloide x = a(t — sin¢t), y = (1 — cos¢) et une
ligne droite,

Rép. z=alw + i— ie”W)
72. (a) Trouver une transformation faisant correspondre une ligne droite i I’hypocycloide x2/3 + y2/3 = 42/3,
(b) En quelle région lintérieur de I’hypocycloide est-il transformé ? Justifier votre réponse.
[On pourra utiliser la representation paramétrique x = a cos3 ¢, y = a sin3 £, 0 < ¢t < 2]
Rép. (a) z = alcos3® w + i sin3 w)

73. Deux représentations paramétriques possibles de la parabole y = x? sont (&) x = ¢, y = 12 et (b) x = t el, y = 2L,
Utiliser ces équations pour obtenir deux transformations possibles faisant correspondre une ligne droite a la para-
bole considérée ; v a-t-il. avantage i utiliser I'une de ces représentations plutdt que Iautre ?
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PROBLEMES DIVERS

74,

75.

76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

83.
84.

85.

(a) Montrer que la transformation w = 1/z fait correspondre une ligne droite au cercle |z — a| = 4, (¢ > 0).
Représenter graphiquement la région en laquelle 'intérieur du cercle est représentée ainsi que quelques
points du cercle et leurs transformés.

(b) Montrer comment.l’on peut déduire de (¢) une transformation appliquant le demi-plan supérieur sur le
disque unité.

Montrer que la transformation w = (z2 /a2) — 1 fait correspondre le cercle unité a une boucle de la lemnis-
cate r2 = 242 cos 20.

Montrer que le cercle |z — a|l = a, @ > 0, est transformé en la cardicide p = 242(1 + cos ¢) par w = 22

[voir le résultat C? page 210].

Montrer que l'on peut écrire la transformation de Joukowskyw = z + &2/z sous la forme

w—2k _ (z—k\?
w - 2k K\25 +k
() On considére une transformation homographique w = F(z). Montrer que la transformation homographique
la plus générale telle que F{F(z)} = z est donnée par
wop _ L ETP

w—yq 2—q

ol k2 =1.
(b) Quel est le résultat de (¢) pour la condition F{F[F(z)]} =z?
(¢) Généraliser les résultats de (a) et (b).
Rép, (b) méme résultat que (a) avec k3 = 1,

(¢) Déterminer une transformation faisant subir une rotation & lellipse x2 + xy + »? = 5 de telle facon que
le grand axe et le petit axe soient paralléles aux axes de coordonnées. (b) Quelles sont les longueurs du
grand axe et du petit axe ?

Trouver une transformation homographique mettant en correspondance le cercle |z —1|= 2 et ladroitex +y =1,
Vérifier les résultats () A-6, (b) A-7, (¢) A-8, de la page 207.

On considére la projection stéréographique du plan complexe sur le sphére unité qui lui est tangente [voir
page 6]. On considére un systéme de coordonnées rectangulaires XYZ tel que I’axe des Z coincide avec NS
cependant que ’axe des X et I'axe des Y coincident avec I'axe des x et 'axe des y de la figure 1-6 page 6.
Montrer que le point (X, Y, Z) de la sphére correspondant au point x,» du plan est tel que

Y = ‘y 7 = 22+ yz

X = —* Yy Ty
»2+y2+1’ #2=y2+1’ w2 =y2+1

Montrer que la projection stéréographique est une représentation conforme.

(¢) Montrer que par projection stéréographique les longueurs d’arcs de courbes situés sur la sphére sont agran-
dies dans le rapport (x2 + y2 + 1) : 1.

(b) Que se passe-t-il dans les régions situées au voisinage du pdle nord? Quel en est I’effet sur les cartes géogra-
phiques ?

Soit u = u(x,y),v = v(x, y), une transformation du plan des xy dans le plan des uv.

(a) Montrer que pour que la transformation conserve les angles il est nécessaire et suffisant que

J/(-)i\)Z . @ 2 826\\2 . /()?)\2
\ax /7 \ox

AR TN dudn v v
dy/ \dy /)’ dx oy | oz dy
(b) Déduire de (¢) que 'une des deux conditions
) du _ v du __ _ dv

ox oy’ oy ox

du _ _dv du _ v

ou () S = o 5 T

est alors remplie.

Conclure que v + iv doit donc étre une fonction analytique de x + iy.
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86.

87.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

94.

95.

96.

Calculer 'aire de Dellipse ax* + bxy + cy*> = lota >0, ¢> 0 et b < 4dac

Rép. 2n/N4ac — b*

Une transformation ponctuelle plane w = f(z) est dite involutive si z = f(w). Dans ce cas la simple répéti-
tion de la transformation raméne chaque point i sa position initiale, Trouver la condition que doivent rem-
plir o, 8, 7, & pour que la transformation homographique w = (az + §)/(yz+ §) soit involutive, Rép. d=—a.

Montrer que les transformations (¢) w = (z + 1)/(z — 1), (b) w = Logcoth (z/2) sont involutives.

Déterminer une transformation homographique mettant en correspondance |z} < 1 et [w — 1] << | de telle fagon
que 1, — i correspondent respectivement a 2 et 0.

Quelle est la signification de la nullité du jacobien d’une transformation homographique ?

Montrer que la transformation homographique w = (az + f)/(yz + &) posséde un point double si et seulement
Si (8 +a)2 = 4(ad — BY) # 0.

(a) Montrer que la transformation w = (az + ¥)/(yz + @) ou /> — |¥]|?> = 1 laisse invariant le cercle unité
et son intérieur.

(b) Montrer que si |7|2 — lal? = 1 Uintérieur du cercle est transformé en Pextérieur,

On suppose que par la transformation w = F(z,?l) le Icouple de courbes sécantes C, et C., du plan des z,
est transformé en le couple de courbes sécantes C,, C, du plan des w. Montrer que si la fransformation est
conforme alors (¢) F(z, z) est une fonction f(z) de z seul, et (b) f(z) est analytique.

(a) Démontrer la régle de multiplication des déterminants [voir probleme 7] :

ay b1 22 b2 a0y + b102 albz + ble

Cy dl Co d2 (202 + C1Co Clbz + d1d2

(b) Montrer comment on peut étendre le résultat de (a) aux déterminants du troisitme ordre et du quatriéme
ordre, i

Déterminer une fonction mettant en correspondance conforme les régions ombrées des figures 8-105 et 8-106
ol QS a pour longueur b.

Plan de la variable w Plan de la variable z

y =

5 )
L2 A A Q
-1
Fig. 8-105 Fig. 8-106
r4
(a) Montrer que la fonction w = ﬂ—d;)m réalise une correspondance conforme entre un hexagone ré-

gulier et le cercle unité.

(b) Quelle est la longueur du cdté de I'hexagone considéré en (a) ?

Rép. (b) VIT(})



97.

98.

99.

100.

101.

102.

103.
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Montrer que la transformation w = (422 + Bz + C))(Dz* + Ez + F) peut étre considérée comme le pro-
duit de trois transformations, 'une étant m = {2, intercalée entre deux transformations homographiques.

Trouver une fonction réalisant la représentation conforme d’un polygone régulier de n cotés sur le cercle
unité,

Vérifier les résultats (¢) A-9, Page 208 ; (b) A-10 ; Page 208 ; (c) B-3, Page 210 ; (d) B-4, Page 210 ;
(e) C-3, Page 211 ; (f) C-4, Page 211.

On suppose que la fonction w = f(z) posséde un développement de Taylor de la forme

w o= j@) = f)+ @ e—a) o L g

Montrer que si f(k)(a) =Q0pourk=20,1,..., n—1etsi f(")(a) # 0, la transformation représentée par
f(z) multiplie par n les angles de sommet a.

Déterminer une transformation conforme de la bande infinie — /4 < x < 7/4 en lintérieur du cercle unité
lw| < 1 de telle fagon qu’d z = 0 corresponde w = 0. Rép. w = tg z.

Vérifier la valeur de X obtenue dans I’équation (2) du probléme 25.

Trouver une représentation conforme du demi-plan supérieur sur 'intérieur d’un triangle de sommets w=20,1, i
images de z = 0, 1, % respectivement.

Rép. w T(3/4) f =172 (1 — £)—9/4 4t

V7 T(1/4) J,



CHAPITRE 9

Applications physiques de la représentation conforme

PROBLEMES AUX LIMITES

Beaucoup de problémes de mécanique et de physique conduisent, quand ils sont formulés ma-
thématiquement, a des équations aux dérivées partielles accompagnées de conditions appelées condi-
tions aux limites. La recherche de solutions d’une équation aux dérivées partielles satisfaisant a des
conditions aux limites est appelée probléme aux limites.

Il est de premiére importance d’un point de vue mathématique aussi bien que d’un point de
vue physique, d’étre capable de trouver de telles solutions (i.e ces solutions existent) mais aussi
pour un probléme donné qu’il n’y ait qu’une solution (i.e la solution est unique).

FONCTIONS HARMONIQUES — FONCTIONS CONJUGUEES

Une fonction vérifiant I’équation de Laplace
o on

Ve = w2 T T (1)

dans un domaine R est dite harmonique dans (R. Comme nous ’avons déja vu, si f(z) = u(x,y) +
iv(x,y) est analytique dans R, alors u et vsont harmoniques dans (R .

Exemple : Si f(z) = 422 — 3iz = 4(x +1y)2 — 3i(x +1y) = 4x2 — 4y? + 3y + i1(8xy — 3x), alors
u = 42 —4y? + 3y, v = Bxy — 3x. Les fonctions u et v vérifiant ’équation de La-
place sont harmoniques,

Les fonctions u et v sont dites conjuguées ; la donnée d’une de ces deux fonctions permet de
déterminer l'autre avec ’arbitraire d’une constante additive [voir chapitre 3].

PROBLEMES DE DIRICHLET ET NEUMANN

Soit (R [Fig. 9-1] un ouvert simplement connexe limité par une courbe fermée simple C. Deux
types de problémes aux limites ont une grande importance.

1. Probléme de Dirichlet. Il consiste en la recherche Y

d’une fonction ® vérifiant I’équation de Laplace C
(1) [i.e. @ est harmonique] dans (R, et prenant
des valeurs imposées sur la frontiére C.

2. Probléme de Neumann. 11 consiste en la recherche
d’une fonction @ vérifiant ’équation de Laplace(1)
dans (R et dont la dérivée normale 0®/dn prenne
des valeurs données sur la frontiére C.

Il se peut que (R ne soit pas borné. Par exemple R
peut étre le demi-plan supérieur, la frontiere C étant I’axe
des x. Fig. 9-1
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On peut montrer que les solutions des problémes de Dirichlet et de Neumann existent et sont
uniques [avec toutefois une constante additive arbitraire dans le cas du probléme de Neumann]
moyennant des restrictions faibles sur les conditions aux limites [voir probléemes 29 et 80].

Il est intéressant de remarquer qu’un probléme de Neumann peut se ramener a un probléme
de Dirichlet approprié (voir probléme 79). Dans ces conditions si ’on sait résoudre le probléme de
Dirichlet on peut (au moins théoriquement) résoudre le probléme de Neumann correspondant.

LE PROBLEME DE DIRICHLET POUR LE CERCLE UNITE — FORMULE DE POISSON.

Soit C le cercle unité |z| = 1 et R son intérieur. Une fonction vérifiant I’équation de Laplace
(i.e. une fonction harmonique) en tout point (r, ) de R, et prenant les valeurs données F(6) sur
C [i.e. ®(1,0) = F(0)], est donnée par

_ 1T (- F(g)de
*r,0) = 27J0‘ 1 —2rcos(8d—¢) + 2 ?)

Cette formule est appelée formule de Poisson pour un cercle [voir chapitre 5, page 119].

LE PROBLEME DE DIRICHLET POUR UN DEMI-PLAN.

Une fonction harmonique dans le demi-plan y > 0 [Im {z} > 0] et prenant des valeurs don-
nées G(x) sur l'axe de x [i.e. P(x,0) = G(x), —oo < x < ], est donnée par

107
o(x,y) = :‘[,: ygj+G((Z)_dZ)z (3)

Cette formule est parfois appelée formule de Poisson pour le demi-plan [voir chapitre 5, page
120].

SOLUTIONS DES PROBLEMES DE DIRICHLET ET DE NEUMANN PAR
REPRESENTATION CONFORME.

Les problémes de Dirichlet et de Neumann peuvent étre résolus pour tout ouvert R sim-
plement connexe qui peut étre représenté conformément au moyen d’une fonction analytique sur
Vintérieur du cercle unité ou sur le demi-plan. [D’aprés le théoréme de Riemann sur la représenta-
tion conforme ceci peut toujours étre réalisé au moins en théorie]. Les idées de base qui inter-
viennent sont les suivantes.

(@) On utilise une représentation conforme pour transformer le probléme aux limites pour
Pouvert (R en un probléme concernant le cercle unité ou le demi-plan.

(b) On résout le probléeme pour le cercle unité ou le demi-plan.

(c) On utilise la solution de (b) pour résoudre le probléeme donné au moyen de la transfor-
mation inverse.

Les théorémes importants utilisés sont les suivants.

Théoréme 1. Soit w = f(z) une fonction analytique dans ’ouvert connexe (R du plan des z.
Il existe alors une fonction inverse unique z = g(w) dans (R, pourvu que f'(z) # 0 dans R [ce
qui équivaut & Iaffirmation que la représentation est conforme en tout point de R].

Théoréme 2. Soit ®(x,y) harmonique dans (R, on suppose que (R est transformé en R du
plan des w par w = f(z) ou f(z) est analytique et fi(z) #0.0nax = x(u,v),y = y(u,v), et
donc ®(x,y) = ®[x(u, v), y(u,v)] = ¥(u, v) est harmonique dans R'. En d’autres termes une
fonction harmonique est transformée en fonction harmonique par la transformation w = f(2) ou
f(z) est analytique [voir probleme 4].
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Théoréme 3. Si & = a [une constante] sur la frontiére ou sur une portion de la frontiere C
d’un ouvert connexe du plan des 2, alors ¢ = a sur son image C' dans le plan des w. De méme
si la dérivée normale de ® est nulle, ie. 0P/on=0sur C il en est de méme pour la dérivée nor-
male de Y sur C'.

APPLICATIONS A L’ECOULEMENT DES FLUIDES

NOTIONS FONDAMENTALES

La solution de nombreux problémes importants de dynamique des fluides, hydrodynamique
ou aérodynamique, est souvent donnée par des méthodes utilisant la variable complexe dans les
conditions suivantes.

1. L’écoulement fluide est a4 deux dimensions, i.e. les caractéristiques de ’écoulement dans
un plan sont les mémes que dans tout plan paralléle, Ceci permet de ne considérer qu'un
plan que nous prendrons pour plan des z. Les figures construites dans ce plan seront
considérées comme les sections droites de cylindres infinis a génératrices perpendiculaires
au plan considéré, Par exemple dans la figure 9.7, page 237 le cercle représente un obs-
tacle cylindrique infini autour duquel s’écoule le fluide. Naturellement un cylindre infini
n’est que le modéle mathématique d’un cylindre physique suffisamment long pour que
lon puisse négliger I'influence des extrémités.

2. L’écoulement est stationnaire ou permanent, i.e. la vitesse du fluide en tout point (x, y)
ne dépend que de la position du point considéré et non du temps.

3. Le vecteur vitesse dérive d’un potentiel, i.e. si V et v, désignent les composantes de la
vitesse du fluide en (x, y) selon les axes des x et y, il existe une fonction $ appelée
potentiel des vitesses telle que

ad ad
Ve = —

oz’ Vy = 317 (4’)
De facon équivalente si C est une courbe fermée simple quelconque du plan de la
variable z et si V, désigne la composante tangentielle de la vitesse sur C,

§vis = §Vede+Vidy = 0 (5)
Voir probléme 48. ¢ ¢

L’une ou lautre des intégrales (5) est appelée la circulation du fluide le long de C.
Quand la circulation est nulle sur toute courbe C,le fluide est dit irrotationnel.

4, Le fluide est incompressible, i.e. la densité ou masse par unité de volume est constante.
Si V, désigne la composante normale du vecteur vitesse sur C cette condition s’écrit
sous la forme (voir probléme 48).

§ Vnds = § dey — ‘/ydl‘, = 0 (6)
c (o

Ve oV, _
ou e + 3y 0 )

qui exprime que la quantité de fluide contenue dans C est constante, i.e. la quantité de
fluide entrant dans C est égale a la quantité de fluide qui en sort. Pour cette raison
I’équation (6) ou (7) est appelée équation de continuité.

5. Le fluide est non visqueux, i.e. ne posséde pas de viscosité ou frictions internes. Un fluide
visqueux a tendance a adhérer a la surface d’un obstacle placé sur son passage. S’il n’y a
pas de viscosité les forces de pression sur la surface lui sont perpendiculaires. Un
fluide non visqueux et incompressible est souvent appelé fluide parfait. On doit natu-
rellement se rendre compte qu’'un tel fluide n’est qu'un modéle mathématique de fluide
réel pour lequel on néglige les phénomenes de viscosité.
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LE POTENTIEL COMPLEXE

On voit d’apres (4) et (7) que le potentiel des vitesses est harmonique, i.e. vérifie I’équation

de Laplace
- oo, g

da? ayz = 0 (8)

On en déduit qu'il existe une fonction harmonique conjuguée Y(x , y) telle que
o) = sy + i¥@y) (9)
soit analytique. On n d’aprés (4), par dérivation

dQ 0P A b . 0P
- = = — = s — L = — 1
dz (=) ox dx gz " oy Ve = Wy (10)

La vitesse [appelée quelquefois vitesse complexe] est donc donnée par

UV = Ve, +1iV, = do/dz = (Tz) (11)

et a pour module

Vo= U = VIR TR = 00| = o) (12)

Les points pour lesquels la vitesse est nulle, i.e. £'(z) = 0, sont appelés points d’arrét.

La fonction £2(z) dont l'importance est fondamentale dans la caractérisation d’un écoulement
est appelée le potentiel complexe.

LIGNES EQUIPOTENTIELLES ET LIGNES DE COURANT

Les familles de courbes a un parameétre
o(2,y) = o ¥(@,y) =B (13)

ou « et § désignent des constantes, sont des familles orthogonales et sont appelées respectivement
les lignes équipotentielles et les lignes de courant [bien que les expressions plus appropriées courbes
équipotentielles ou courbes de courant soient quelquefois utilisées]. Dans le cas d’un écoulement
permanent les lignes de courant représentent les trajectoires des particules du fluide.

La fonction { est appelée la fonction de courant cependant que comme déja vu, la fonction
d est appelée le potentiel des vitesses.

SOURCES ET PUITS

Dans les considérations théoriques précédentes nous avons supposé qu’il n’existe pas de point
du plan des z [i.e. de droites dans le fluide] en lequel le fluide apparait ou disparait. De tels
points sont respectivement appelés sources et puits. En de tels points, qui sont des points singu-
liers, les équations de continuité (7) et (8) ne sont plus valables. En particulier 'intégrale (5) ex-
primant la circulation peut ne pas étre nulle le long de courbes fermées C entourant de tels points.

L’utilisation de la théorie précédente ne présente pas de difficultés pourvu que l’on intro-
duise des singularités appropriées dans le potentiel complexe £2(z) et que 1'on remarque que les
équations telles que (7) et (8) sont alors valables dans tout domaine ne contenant pas de point

singulier.
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QUELQUES ECOULEMENTS PARTICULIERS

Théoriquement tout potentiel §2(z) peut étre associé a un écoulement plan particulier. Les
exemples qui suivent sont des cas simples qui se présentent dans la pratique. [On remarquera
que l'on peut ajouter une constante a tous les potentiels considérés sans affecter la forme de
I’écoulement].

1. Ecoulement uniforme. Le potentiel complexe correspondant a ’écoulement d’un fluide

a vitesse constante V,, dans une direction faisant un angle § avec la direction positive
de l'axe des x, est (figure 9-2 ci-dessous)

Q) = Vee 2 (14)
% / .
/
Fig.9-2 Fig.9-3

2. Source en z = a. Si un fluide sort 4 vitesse constante d’une source en z = a (figure 9-3
ci-dessous), le potentiel complexe est
Q(z) = kLog (z — a) (15)

ou kB > 0 est appelé la force de la source. Les lignes de courant ont été représentées en
traits pleins et les équipotentielles en pointillés.

3. Puits en z = a. Dans ce cas le fluide disparait en z = a (figure 9-4 ci-dessous) et le po-
tentiel complexe se déduit de celui d’une source en remplacant & par — k, ce qui donne

—kLog(z — a) (16)

[
=
w©
o
fl

Fig.9-4 Fig.9-5
4. Tourbillon. L’écoulement correspondant au potentiel complexe

a(z) = —ik Log(z — a) (17)

est représenté dans la figure 9-5 ci-dessus. La vitesse du fluide est dans ce cas inversement
proportionnelle a la distance du point considéré a a.
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Le point z = a est appelé un tourbillon et k est sa force. La circulation [voir équa-
tion (5)] le long d’une courbe fermée simple C entourant z = a est égale a 2k7 en mo-
dule. On remarque que si I’on change & en — k& on obtient le potentiel complexe corres-
pondant a4 un tourbillon rétrograde.

5. Superpositions d’écoulements. On peut par addition de potentiels complexes décrire des
écoulements plus compliqués. Un exemple important résulte de la considération de 1’écou-
lement di a une source en z = — g et un puits de méme force en z = a. Le potentiel
complexe est alors

N

7 + \
a(z) = kLog(z+a)— kLog(z—a) = kLog (\j_g; (18)

Quand @ —~ 0 et k — oo de telle facon que 2ka = u soit fini, on obtient le potentiel
complexe

Q(z) = % (19)

C’est le potentiel complexe dii a un doublet ou dipdle, i.e. la combinaison d’une source
et d’'un puits de méme force séparés par une trés petite distance, Le quantité u est appe-
lée le moment du dipdle.

ECOULEMENTS AVEC OBSTACLES

Un important probléme dans la théorie de ’écoulement des fluides consiste en la détermi-
nation de la forme de 'écoulement d’un fluide se déplacant initialement a vitesse constante V,,
et dans lequel on a placé un obstacle.

Plan de la variable w Plan de la variable z Plan de la variable ¢

v ¥

Wi

M
i

Fig. 9-6 Fig.9-7 Fig.9-8

On cherche en général dans ce type de probléme un potentiel complexe de la forme
o) = Vez + G(z) (20)

(si Pécoulement a lieu dans le plan des z) ou G(z) est tel que l‘im G'(z) = 0, ce qui signifie physi-
quement que suffisamment loin de ’obstacle la vitesse est conlgtante (dans ce cas V). De plus le
potentiel complexe devra étre choisi de telle facon qu’une ligne de courant représente la frontiére
de l'obstacle.

Une connaissance de transformations conformes est souvent utile pour obtenir des potentiels
complexes. Par exemple le potentiel complexe correspondant a un écoulement uniforme dans le
plan des w de la figure 9-6 est donné par V, w. Par la transformation w = z + a?/z [voir A-4
page 206] la moitié supérieure du plan des w de la figure 9-6 est transformée en la région de la
moitié supérieure du plan des z extérieure au cercle C, et le potentiel complexe pour ’écoulement
de la figure 9-7 est

akzy = Vo <z+g;> (21)
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De méme si z = F(¢) applique C et son extérieur sur C' et son extérieur [voir Fig. 9-8], alors le
potentiel complexe pour I’écoulement de la figure 9-8 est obtenu en remplagant z par F({) dans
(21). Le potentiel complexe peut également étre obtenu par passage direct du plan des w au plan
des { au moyen d’une transformation conforme convenable.

A Paide des considérations précédentes et en introduisant d’autres phénomeénes physiques tels
que des tourbillons on est en mesure de décrire I’écoulement d’un fluide le long de profils divers
et ainsi de décrire le mouvement d’un avion en vol.

THEOREME DE BERNOULLI

Si P désigne la pression et V la vitesse d’un fluide le théoréme de Bernoulli établit que
P+eV2 = K (22)

olt 0 désigne la densité du fluide et K une constante le long de toute ligne de courant,

THEOREME DE BLASIUS

1. Si X et Y sont les composantes des forces rapportées aux axes Ox, Oy, dues a la pression d’'un
fluide sur la surface d’un obstacle limité par une courbe fermée simple C, alors si §2 est le po-
tentiel complexe de 1’écoulement

X Y = 1 doy®
Y = gwﬁ <EE> dz (23)

2. Si M est le moment a l'origine des forces de pression sur l’obstacle,

M o= Re{—%a£ z<%‘;—2>2dZ} (24)

ou “Re” désigne comme d’habitude ‘“‘la partie réelle de”.

APPLICATIONS A L'ELECTROSTATIQGUE

LOI DE COULOMB.

Soit r la distance séparant deux charges électriques ponctuelles q, et g,. Ces deux charges
exercent 'une sur l'autre une force dont la grandeur donnée par la loi de Coulomb est
F o= LT (25)

xr?

cette force est attractive ou répulsive selon que les charges sont de méme signe (toutes les deux
positives ou toutes les deux négatives) ou de signes contraires. La constante k de (25), qui est ap-
pelée constante diélectrique; dépend du milieu ; dans le vide k = 1, dans les autres cas k > 1.
Dans tout ce qui suit nous supposerons k¥ = 1 sauf indication contraire.

CHAMP ELECTRIQUE. POTENTIEL ELECTROSTATIQUE

Considérons une distribution de charges, continue ou discréte. Cette distribution crée un champ
électrique. Si ’on place une charge positive unité (suffisamment petite pour ne pas modifier le champ
de facon appréciable) en un point A ou il n’y a pas initialement de charge, la force agissant sur
cette charge est appelée le champ électrique en A et est noté e. Cette force dérive d’un potentiel
$ appelé quelquefois le potentiel électrostatique. Ceci se note

& = —grad® = -—-VYo (26)
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Si la distribution de charge est plane ce qui nous intéressera principalement ici, alors
6 -

. 0% . 0% N 0® P

= E.+iF —— - = —— =

x ¥ ax 1 ay ou Eg; ax ’ Ey
fermée simple C du plan des z

% (27)
Dans un tel cas si £ désigne la composante tangentielle du champ électrique le long d’une courbe

§ E ds = El.d;l} + E;Z dy = [}]
Cc ‘ §C

(28)

Nous nous limiterons a des distributions de charges pouvant étre considérées comme planes.

Si C est une courbe fermée simple du plan des z entourant un ensemble de charges g (dans le cas
présent un cylindre entourant un ensemble de charges q) et si E  est la composante normale du
champ électrique alors le théoréme de Gauss établit que

§ E.ds = 4nq (29)
[}
Si C ne contient pas de charges ceci se réduit a
£Ends - §E‘Idy _Byde = 0 (30)
C
On en déduit que dans toute région ne contenant pas de charge
oK oE,
e + ¥ 0 (31)
De (27) et (31) on tire
0% 92 0
a2 T aE T (32)
i.e. ® est harmonique en tout point ou il n’y a pas de charge.

LE POTENTIEL ELECTROSTATIQUE COMPLEXE

D’aprés ce qui précéde il est évident qu’il doit exister une fonction harmonique ¥ conjuguée
de P telle que

0(2)

o(x,y) + 1¥(x,Y)

soit analytique dans toute région ne contenant pas de charge. Dans ces conditions (27) devient

(33)
8= - - i = %+i%=—%:—‘«7) (84)
et le module de est E = [& = | — Q/—(Zi\ = 12/ (2)l.
Les courbes (les surfaces cylindriques)
(x,y) = a ¥(x,y) = B (35)
sont respectivement les courbes équipotentielles et les lignes de forces.

LIGNES DE CHARGES

L’analogie entre ce qui précéde et I’écoulement des fluides est évidente. Le champ électrique
dans les problémes électrostatiques correspond au champ des vitesses dans les problemes d’écoule-
correspondants.

ment fluide, la seule différence consistant en un changement de signe dans les potentiels complexes



240 Variables complexes

A la notion de source et de puits correspond une notion analogue en électrostatique. Le po-
tentiel électrostatique complexe du & une ligne de charges g par unité de longueur en z, (dans le
vide) est donné par

2(z) = —2qLog(z — zy) (36)

et représente une source ou un puits selon que ¢ < 0 et ¢ > 0. De méme on parlera de doublets
ou dipdles, etc. Si le milieu considéré n’est pas le vide, on remplacera g par g/k dans (36).

CONDUCTEURS.

Si un solide est parfaitement conducteur toute charge est superficielle. Donc si 'on considere
la surface représentée par une courbe fermée simple C du plan des z, les charges sont en équilibre
sur C et C est donc une équipotentielle.

Le probléme du calcul du potentiel di & un ensemble de conducteurs cylindriques est impor-
tant. On peut le résoudre par ’emploi de transformations conformes.

CAPACITE

Soit V la différence de potentiel existant entre deux conducteurs possédant des charges de
méme grandeur g mais de signes opposés, la quantité C définie par

q=CV (37)

dépend seulement de la géométrie des conducteurs et est appelée la capacité. L’ensemble des con-
ducteurs considérés forme ce que l'on appelle un condensateur.

APPLICATIONS A LA DIFFUSION DE LA CHALEUR

FLUX DE CHALEUR

Considérons un solide possédant une distribution de température variable avec le temps. On
est souvent amené a considérer la quantité de chaleur conduite par unité d’aire et par unité de
temps, a travers une surface située dans le solide. Cette quantité appelée quelquefois flux de cha-
leur a travers la surface considérée, est donnée par

g = —Kgrad o (88)

ou ¢ désigne la température et K supposé constant, est la conductibilité thermique qui dépend de
la nature du solide.

LA TEMPERATURE COMPLEXE

Si ’on se limite aux problémes plans

od . \ . N
9 = —K(—-f—za(p\ = Q.+ 10y ou QI:—K(E Qy:-—Kaq)

0x ay/ ox’ Em (39)

Soit C une courbe fermée simple quelconque du plan des z (représentant la section droite
d’un cylindre) ; si @, et @, sont les composantes tangentielles et normales du flux de chaleur
et s’il n’y a pas d’accumulation de chaleur dans C alors on a

iQndS = iQxdy— Q,dx = 0, fﬁ@rds = £Qxdx+dey =0 (40)



Chapitre 9/ Applications physiques 241

ceci suppose qu’il n’y a ni source ni puits dans C. On tire de 1’équation (40)

0Q: n IQy

ox oy 0 (41)
ce qui a l'aide de (39),
e e

i.e. @ est harmonique. En introduisant la fonction harmonique conjuguée, on voit que

oz) = o,y + 1¥(x,Y) (42)
est analytique. Les familles de courbes

o@,y) = o, ¥(,y) =B (43)

sont respectivement les lignes isothermes et les lignes de flux, cependant que §2(z) est la tempéra-
ture complexe.

Les analogies avec les probléemes d’écoulement fluide et d’électrostatique sont évidentes et les
méthodes utilisées pour résoudre ceux-ci peuvent étre également utilisées dans la résolution de pro-
blemes de chaleur.

Problemes résolus

FONCTIONS HARMONIQUES

1. Montrer que les fonctions (a) x> — y? + 2y et (b) sin x chy sont harmoniques dans tout do-
maine fini R du plan des z.

. . 324 02 32 924 :
(@) Si ® = a2 —y2+ 2y, alors e —2 et e T 0 ;® est harmonique dans ® .
2p 3°e ik .
{ & = si ) — = — i ) —— = i ol T + —5 = 0 et $ est donc
() Si ® = sin x ch y, alors %2 sin x chy, 2 sinx chy, d'ou Sx 2 9y? €

harmonique dans &,

2. Montrer que les fonctions du probleme 1 sort harmoniques dans le plan des w, w étant lié a
z par la transformation z = w3.

Si =wd alors x+1y = (u+w)d = ud—3ue? - {Buv—23) et » = ud—3uv? y = 3uv—d

(a) & = a2 —y2+ 2y = (13— 3uv?)? — (Buv — v3)2 + 2(3u?v — v3)
= 48 — 15utv? + 15u2vt — 08 + 6u2v — 203
_ e _ 4 2992 4 & _ 4 2,2 4
d’ol R 30ut — 180u2v2 4 300t 4 12v, ol —30ut + 180u2v?2 — 30v* — 12v
2 52 ,
et P + ¢ (f = 0 comme il était demande.
du? dv2
24 82 . e
(b) On doit montrer que ¢ = sin (u3 — 3uv?) c¢h 3u?v — ¥3)  vérifie Zuf + (;ﬁ,) = 0. Ceci peut étre éta-
T T

bli directement par différentiation, dans ce cas particulier les calculs sont fastidieux et sont une illustra-
tion d’un résultat général démontré au probleme 4.
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s

2 2 .
3. Montrer que e + W 2 <a—EIE + QE) ou w = f(z) est analytique et f'(z) # O-

ouz ' gl

La fonction ®(x, y) est transformée par f en ®[x(u,v),y(u, »)]. On a par dérivation

w0 _ dbaw  0dv 0 _ obou b ov
ox  oudw | ovow’ 3y owdy | v dy
2 _ e | dud (9 . ebdw v d [ob
6a2 9u dx? dx g \au v oxz | dw ox ‘\dv/

_ o au(a o\ o 9 (oa) av
T ou 9x2 dx L ou \du/ oz v \ou ) ox
LY avr o (6 ou 9\ v
dv dx? o Lau w/ g a'v av/ X

9b 0% | oul o ou | 92 av] ob 20 | ov[ 920 ouw | 9% @]

T bu dx? 9% | out 9z ovou oz B0 922 ' dxlouov dx | 002 o
De méme,
92d _ 3 9%u n Bu | 62P du 8*¢ dv 9P 920 - ov| 92 du | 9% dv
dy? du dy? ay\ ou2 gy | dv ou dy av 0y2 oy | du dv oy dv? Jy
On en déduit par addition,
L L Y NG L N Y R A A A A TAY
x| gy? T \6902 ay?/ v \ 02 y2) T e\ + oy
, / 2 2 &)
02¢ [ dudv |, oudv 2 [ /ov v
2 - =+ + =il +tlz
du dv | dx dx ay 6y dv* L\ x oy
Les fonctions u et v étant harmoniques, 2ZﬂﬂL P 6% | 0% =0 De plus d’aprés les équations
ax2 = gy To9x? 9y '

i N
u_av v du Doty

oy’ ox dy

\2 /v ou 2 av\
< z) \9y> <67> ")
du ov du 8v
ox 0% 6y 0y

de Cauchy-Riemann,

- (3 -

KLY O

Dans ces conditions (/) devient

20 0%, (820 320
L2 = e (Be e )

4. Montrer qu’'une fonction harmonique demeure harmonique aprés la transformation w = f(z) ou
f(2) est analytique et f'(2) # O.

82d 3 b 32
=0 o —
0 et. f'(z) # 0, alors — +— P 0.

2

C’est une conséquence du probléme 3, car si 0 — +

5. Si a est réel montrer que la partie imaginaire et la partie réelle de w = Log(z — a) sont des

fonctions harmoniques dans tout domaine & ne contenant pas z = a.

Méthode 1.

Si @ ne contient pas @, alors w =Log(z — a) est analytique dans « , la partie réelle et la partie imagi-
naire de la fonction considérée sont donc harmoniques dans & .



Chapitre 9/ Applications physiques 243

Méthode 2.

On pose z —a = r
et donc u = Logr, v = 0.

¢ . Si ’on utilise la détermination principale de 6, w = u + iv = Log(z — a)= Logr+i0

2 .
En coordonnées polaires I’équation de Laplace s’écrit 6_2 +%%§ +i~> %90 = o et l’on trouve par substitu-
72 082

= f en sont solutions pourvu que & ne contienne pasr = 0, ie. z = a.

tion directe que v = Logr et v

Méthode 3.
Siz—a=re? alorsx —a=rcos0, v=rsinbetr=+(x—-a?+y 0 =arctg {y/(x - a)} On

1
adoncw=u + = %Log{(x — ) + 17 + iarctg y{(x — @) Yet u = S Log{(x - a? + 3%,
220 9%

v = arctg {y/(x — a)}. Par substitution dans I’équation de Laplace 5 or + 3—2 = 0, on trouve aprés dériva-
J)

tion que u et v sont solutions si z ¥ a,

PROBLEMES DE DIRICHLET ET NEUMANN
6. Déterminer une fonction harmonique dans la moitié supérieure du plan des z, Im {2} > 0, pre-

nant sur 'axe des x les valeurs déterminées par G(x) = {é ;C z 8 .

On doit résoudre pour ®(x, y) le probléme aux limites

. . , _ _J1 x>0
a2 e 0, y>0; ylinolj(%y) = G(x) = {0 5 <0
C’est un probléme de Dirichlet pour le demi-plan [voir Fig. 9-9]. '
La fonction A8 + B ol 4 et B sont réels et constants,
est harmonique car c’est la partie imaginaire de A Logz + B. iy
Pour déterminer 4 et B remarquons que les conditions : @)
limites sont ® = 1 pour x > 0, i.e. § = Q0 et & = 0 pour Ve
x <0, ie. § =7 On a donc s
(1) 1= A0)+B, (2 0=A(-)~B ,\/o
dot A =—-1/r, B=1. ‘ ‘ x
. . b =0 b=1
Le résultat cherché est donc
g 1 ,
=40 +B=1——=——arctg <i>
m i x Fig.9-9
Autre méthode. La formule de Poisson pour le demi-plan
donne :
A0 %0
1 G(y) d 0] d ! 1] d
Bz, y) = I 2y+ yEmd 1 j _ w0l dn 1 (0 wllldn
o YR () TYey? (=) 7Yy g (= )?
- 1 n—w\* 1,1 ) _1 ¥
=z arctg < ” > , = 3 -+ - arctg <y> = 1 - arctg <x>
7. Résoudre le probléeme aux limites suivant
e 8% v
dx2 ayz - Oy Y >0 ’ ) . /7(x’ y)
rd
Ty x<-1 7
lim oz, y) = Gy = T -1<a<1 : /// /
ym ot T, z>1 : /'/; /
. - Lo )
ouT_, Tl, T, sont des constantes T /fol j\z "
N C . s, = 1 — *® = T
C’est un probléme de Dirichlet pour le demi-plan supérieur ®=Ty, -1 4, 1 v=h
[voir Fig. 9-10].

La fonction A6 |, + B, + C ou 4, B, C sont des cons-
tantes réelles, est ha.rmomque car elle est la partie imaginaire .
de ALog(z + 1) + BLog(z — 1) + C. Fig.9-10
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Pour déterminer 4, B, C on remarque que les conditions limites sont ¢ = T, pour x >1,ie. 0, =0,=0,
®=7T pour -1 <x<1,ie, =0,6,=7;®=7T pourx <—1,ie 6 =m0, =m Onadonc
() T, = A®0)+ B(®©)+C 2 T, = AO +Bx +C - (3 Ty = A(x) = B(m) + C
dot C=1T,,8B =(I —T))m, A= (T, - T).

La solution cherchée est donc

— _ Ty—Ty Y . I =T Y
¢ = A¢, + Be,+ C = arctg <x+1> - - arctg 7—1 + T,

Autre méthode. La formule de Poisson pour le demi-plan donne

T

1 (7 _y G dn

& (, =
W= ) R e
- 1 ! y Ty dy _,_lfl y Ty dy +lfw y Ty dy
T eyt (x—m)2 gyt (e wJp oyt (w—)?
T — -1 T _ 1 T - w
= % arctg <17_9€> + 2 arctg <’7 x>‘ + Zoarctg <" x>
T Y e T Y [ T Y 1
_ Ty—Ty y Ty—T, y
R arctg <x+1 + - arctg | =773 + T,
8. Déterminer une fonction harmonique dans le cercle unité |z| = 1 et prenant sur le cercle unité

1 o<
0 7<0<2n

C’est un probléme de Dirichlet pour le cercle unité [Fig. 9-11] ; on cherche une fonction vérifiant 'équa-

les valeurs données par F(8) = {

tion de Laplace dans le cercle |[z| = 1 et prenant les valeurs O sur 'arc ABC, 1 sur l'arc CDE.
Plan de la variable z Plan de la variable w
v
x _—t‘A’ Bl Cl D' :EI u
=0 =1
Fig. 9-11 Fig.9-12
Méthode 1, i 'aide d’une représentation conforme.
Représentons l'intérieur du cercle |z| = 1 sur le demi-plan supérieur |Fig. 9-12] Im {w} > 0, 4 l'aide de la

transformation conforme =z = i—;l—; ou w = z(}—__’_—g> [voir probléme 12, chapitre 8, page 127 et chan-

ger les rdles de z et w].

Par cette transformation, aux arcs ABC et CDE correspondent respectivement A" B' C' et ¢ D' E'surl’axe
réel du plan des w. Dans ces conditions d’aprés le probléme 8,1 lgs conditions limites’ ® = ( sur 'arc ABC et
® = 1 sur I'arc CDE, deviennent respectivement ® = O0surd' B ' ¢' et D= 1sur¢' D'E’.

On est donc ramené au probléme de la recherche d’une fonction @ harmonique dans la moitié supérieure du
plan des w et prenant les valeurs 0 pour « < 0 et 1 pour u > 0. Ce probléme a été résolu dans le probléme 6 et
la solution (on remplace x par u et y par v) est

o = 1 -1 arctg <3> (1)
T U
" . (1-z . 2y 1— (22 +52) . .
Dans ces conditions d = B L A— = W T I ce qui par substi-
itions de w z<1+z>, on tire u AT T 2 v e ST qul p
tution dans (1) donne le résultat cherché
- _1 _fy
¢ = 1 — arctg <1 T 2)

ou en coordonnées polaires (r,8) ol x = r cos 8, y = rsin 8,

¢ = 1 _1 arctg <2L§&f> 3)
T 11—



Méthode 2, a ’aide de la formule de Poisson

2T
1 F(g) do

d(r, 6 = -
(r, &) 2r Jy 1 — 2rcos(§—¢) — 12

s

— L do
2r Jo 1 — 2rcos(6—¢) + 72

Chapitre 9/ Applications physiques

par intégration directe [voir probléme 69 (), chapitre S, page 136]

APPLICATIONS A L’ECOULEMENT DES FLUIDES

9.

(a)

(0)

(a)

(b)

(c)

Déterminer le potentiel complexe pour un fluide
se déplagant a vitesse constante V,, dans une di-
rection faisant l’angle & avec la direction de l’axe
des x [voir figure 9-13].

Déterminer le potentiel des vitesses et la fonc-
tion de courant.

Déterminer les équations des lignes de courant
et des équipotentielles,

Les composantes de la vitesse sont

Pla

>~

n de la variable z

245

L
VO Vo sin«S/

T

V, = Vycoss, V, = Vysing
La vitesse complexe est
T = V,+iV, = Vycoss + iWVysing = Ve
Le potentiel complexe est donné par
D’ou1 par intégration QAz) = Vye oy

sans tenir compte de la constante d’intégration.

Fig. 9-13

i

Le potentiel complexe et la fonction de courant sont respectivement la partie réelle et la partie imagi-

naire du potentiel complexe. On a donc

Qz) = & — i = Vye 0z = Viy(rcosd + ysind) + iV, (ycos s — xsin §)

et b = Vy(xcosd + ysins), v = Vy(ycosd — xsins)

Autre méthode.
o
dx

(1)

- - o®
=V, = Vycossd (@) 3y

=V, = Vysins

De (I) on tire la valeur de &, ® = (Vg cos &)x + G(y). Par substitution dans (2), G'(y) = V,sin & et
G(y) = (V, sin 6§}y en omettant la constante d’intégration. On a donc

& = (Vycosdlz + (V,sind)y

D’aprés des équations de Cauchy-Riemann

v 9b - ) o ab . .
(3) Fi V., = Vycoss (4) ™ "5;— -V, = —V,sins
De (3) on tire W = (V, cos §)y + H(x) et par substitution dans (4), H(x) = — Vo sin 6 et
H(x) = — (Vysin §)x en omettant la constante d’intégration. On a donc
¥ = (Vycosdly — (Vg sin 8z

Les lignes de courant sont données par W = ¥V, (¥ cos § — x sin §) = §§ pour les différentes valeurs de

8. Physiquement les lignes de courant représentent les trajectoires des particules du fluide, dans ce cas

particulier ce sont des lignes droites.

Les équipotentielles sont données par ® = V,(x cos § + y sin §) = @ pour diverses valeurs de a.
Géométriquement ce sont des droites perpendiculaires aux lignes de courant ; tous les points d’une équi-

potentielle sont au méme potentiel.
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a? .
10. Le potentiel complexe d’un écoulement fluide est donné par Q(z) = Vo <Z +7> ou V, et

@ sont des constantes positives. (@) Déterminer les équations des lignes de courant et des
lignes équipotentielles, représenter graphiquement ces courbes et interpréter physiquement.
(b) Montrer que ’on peut interpréter ’écoulement comme étant celui qui se produit autour
d’un obstacle circulaire de rayon a. (c¢) Calculer la vitesse en tout point, préciser sa valeur
en des points éloignés de l'obstacle. (d) Quels sont les points stationnaires ?

(@) Posons z = ref?, On a donc

, . . a? . a? . az\
Qz) = &+ 1F = Vyire? + - e~ ) = Vylr-+ o) cosé + WVylr — ) sinég
> s a? a?
d’on ® =V, 7‘+—r— cos 8, v =V, r— sin ¢

Les lignes de courant sont données par ¥ = constante = §, i.e.
a?\
Volr - )sing = B

Ces courbes ont été représentées en traits pleins i la figure 9-14 et représentent les trajectoires des par-
ticules du fluide. On remarque que W = 0 correspond a r = ¢ et § = 0 ou .

Les lignes équipotentielles sont données par ¢ = constante = g, le.
a?
Vol r +7 cosl = «

Ces courbes sont représentées en pointillé a la figure 9-14 et sont orthogonales a la famille des lignes de
courant,

Vo

Fig.9-14

(b) Le cercle » = a représente une ligne de courant ; comme il n’y a aucun écoulement i travers une ligne
de courant on peut considérer celle-ci comme un obstacle circulaire de rayon g, placé sur le parcours

du fluide.
(¢c)On a
1 a? / 2 . 2 Vo a?
Dz = V, <1—?> = V, Kl—:—ze‘zl9> = V, <1 _%00520> + i:—zsinZG
La vitesse complexe est donc
R 2 Voa2
UV = Q@) = V, (1 - %cos 20> -1 :2 sin 26 (1)
et son module est >
. 2 V,a2 2
vV = v = \[{V0<1—%—00520>} + { 02a sin20}
7 7
2a? cos 26 , at
= Vo\[l —— Y TaA €)

En des points éloignés de ['obstacle, on voit d’aprés (/) que ) = V|, approximativement, ie. le fluide
se déplace dans la direction positive de I’axe des x a vitesse constante V.

(d) Les points stationnaires, i.e. les points en lesquels la vitesse est nulle, sont donnés par
2
Q'(z) =0, i.e V0<1—-g2—>=0 ou z=¢ et z2=-—a

Les points stationnaires sont donc les points 4 et D de la figure 9-14.
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2

a
11. Montrer que par la transformation w = 2 +—z— I’écoulement fluide du plan des z considéré

au probléme 10 est transformé en un écoulement uniforme a vitesse V, dans le plan des w.

Le potentiel complexe de ’écoulement dans le plan des w est donné par
a2
VO <z + 7> = VO w

qui représente un écoulement uniforme A vitesse constante V, dans le plan des w [comparer avec le résultat
A-4 page 206).

En général la transformation w = £(z) transforme un écoulement fluide du plan des z de potentiel com-
plexe £2(z), en un écoulement uniforme du plan des w, Ceci est trés utile pour déterminer les potentiels
complexes relatifs 4 des écoulements compliqués au moyen de transformations conformes.

12. Un fluide sort avec un débit constant d’une source linéaire perpendiculaire au plan des z en
z = 0 [figure 9-15]. (¢) Montrer que la vitesse du fluide a4 une distance r de la source est
V = k/r ou k est une constante. (b) Montrer que le potentiel complexe est £2(z) = k log z.
(c) Quelle modification doit-on apporter a (b) si la source est en 2 = a ? (d) De quelle fa-
con doit-on modifier (b) si I'on remplace la source par un puits dans lequel le fluide dis-
paralt avec un débit constant ?
(a) Considérons une portion de longueur unité de la source linéaire [fig. 9-16]. Si V, désigne la vitesse radiale

du fluide a une distance r de la source et si ¢ est la densité du fluide (supposé incompressible si bien
que ¢ est constant) on a :

Masse du fluide sortant d’un élément de source de longueur unité par unité de temps

= Masse de fluide traversant la surface latérale d’un cylindre de rayon r et de hauteur 1

Il

(Surface latérale) (vitesse radiale) (densité du fluide)

= 2eroDVIe) = 2mV,0
Par hypothése ceci est constant = k, d’ol
v, = & = £
T 2rer v
ol k = k/2mo est appelé la force de la source
Y
X
Fig. 9-15 Fig. 9-16

(b)De y_= ‘;_‘)l = E, on tire par intégration @ = k Log r en omettant la constante d’intégration.
r T
Mais ceci est la partie réelle de £2(z) = k Log z qui est donc le potentiel complexe cherché.

(c) Si la source linéaire est en z = ¢ au lieu de z = 0, on remplacera z par z — a ce qui donne le potentiel
complexe £2(z) = k Log(z — a).

(d) Si Pon remplace la source par un puits le potentiel complexe devient (z) = — k Log z, le signe “moins”
traduisant le fait que la vitesse est dirigée,vers z = 0.

De méme, §0(z) = — k Log (z — a) est le potentiel complexe relatif & un puits en z = a.
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13.

Variables complexes

(a) Trouver le potentiel complexe dll & une source en z = — a et a un puits en z = a de
méme puissance k. (b) Déterminer et représenter graphiquement les équipotentielles et les
lignhes de courant. (¢) Déterminer la vitesse du fluide en un point quelconque.

(a) Le potentiel complexe dit 4 une source en z = — g, de force k est k Log (z + a)

Le potentiel complexe dii & un puits de méme force en z = ¢, est —k Log (z — a).

D’olu par superposition :

Le potentiel complexe dit & une source en z = — g et 2 un puits de méme force kK en z = g est
_+_
Q(z) = klog(z+a) —kLoglz—a) = kLog<z_Z>

b) Soit z+a = rieity, z—a = reet®2. On a
( 1 2
‘ 716101 1 .
Qz) = ¢ + ¥ = kLog<— = kLOg<—T—;> + k(o — 63)

ro€ifs

si bien que & = k Log(r/ry), ¥ = k@O, - 62), les équipotentielles et les lignes de courant sont alors
données par

<1)=kLog(rl/r2)=a, ¥ =k, -0, =

B
. _ + 2 2 — 2 + 2 _ Y
Les relations r; = /{x a)* + ¥4, =N - a) y°, 6, = arct S
permettent d’écrire I’équation des équipotentielles sous la forme
V(e + @2 Y~
Vie—aZ +y?

y
),02=arctg( )
X —a

ce qui peut encore s’exprimer par

a2

sh? (a/k)

ce qui donne1 pour les diverses valeurs de « des cercles centrés en a coth (a/k) et ayant pour rayon
a [sh (a/k)]".

Ces cercles ont été représentés en traits interrompus a la figure 9-17.

[x — a coth (a/k)]® + y2 =

Les lignes de courant sont données par

arctg <§7y-—a> — arctg <x3a> = B8/k

On obtient en prenant la tangente des deux membres et en simplifiant
x2 + [y + a cotg (B/K)]* = a? [sin (B/k)]7>

Ce qui pour les différentes valeurs de § donne des cercles centrés en — a cotg (/k) et ayant pour rayon
a [sin (B/k)]—l. Ces cercles qui passent par (— a, 0) et (2, 0) ont été représentés en traits pleins a la fi-
gure 9-17. .

Fig.9-17



Chapitre 9/ Applications physiques 249

(c) Vitesse =  a/(z)) = kK _k — 2ka
2t a z—a 2= g2
_ 2ka _ 2ka
T a2 Vat — 2a%r2 cos 26 — 57

. Etudier le mouvement d’un fluide de potentiel complexe §2(z) = ik Logz ou k > 0.
Siz=re® Q)= + ¥ = ik(Logr—+ i0) = tkLogr — k§ ou ® = — k6, ¥ = k Logr,
Les lignes de courant sont données par

V¥ = constante ou r = constante

ce qui définit des cercles concentriques centrés en z = 0 (en
traits pleins dans la figure 9-18).

Les équipotentielles données par § = constante sont tracées

en pointillé dans la figure 9-18,

ik ; e
De Ve = L= L ksing ikcose
z r 7 7

on déduit la vitesse complexe

—i6 —

3

ksing ik cos s

m:%:r .

ce qui montre que la vitesse du fluide est comme indiqué sur .
la figure dirigée dans le sens rétrograde, La vitesse est donnée Fig.9-18
par V = || = k/r.

Le potentiel complexe donné est donc relatif & 1’écoulement d’un fluide en rotation autour de ¢ = 0.
On dit parfois que 'on a affaire 4 un tourbillon en z = 0.

. Montrer que la circulation autour du tourbillon du probléme 14 est donnée par vy = 2k,

Si la courbe C entoure z = 0, lintégrale définissant la circulation est

' , b 3P ’
Yy = Cﬁ V.ds = § V,doe = V,dy = § ——dx — —dy = 5) —dob
Jo ! A v . 0% dy -

= jwkde = 27k
hlit)

. i
Exprimé au moyen de la circulation le potentiel complexe s’écrit §2(z) = 777; Log :.

. Etudier le mouvement d’un fluide admettant pour potentiel complexe

/ a? 1%
= 7otz — — L
a(2) Vel +Z> + 5 Log 2

Le potentiel complexe considéré s’obtient par superposition des potentiels des problémes 10 et 15.

Si 2z = reif, ) .,
Q) = ¢+ =V, <r+a7> cos 6 — ;—f + i{Vo<r - L> sing + 2—1L0g;}

W
/

Les équipotentielles et les lignes de courant sont données par
a? Y8 a? . LY . —
Y’0<7'+T>coso——2~; = a V0<r—fr—>sm5~§’;Logif B
Il y a en général deux points stationnaires donnés par Q(z) = 0, ie.,
Ly e i s A s
Vo \\1 "‘;g) + s 0 ou z = LV, - a 162272

Dans le cas olt ¥ = 4maV, il existe seulement un point stationnaire.
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La courbe r = g étant une ligne de courant correspondant a § = TZT- Loga, on en déduit que I’écoulement

considéré est celui qui résulte de la présence d’un obstacle circulaire; comme dans le probléme 10, En des
points éloignés de cet obstacle le fluide a la vitesse V, car tlfm Q) = Vo
Z|l—> =
La nature de ’écoulement change sclon les valeurs de . On a représenté deux cas possibles dans les fi-
gures 9-19 et 9-20. La figure 9-19 correspond a ¥ < 4ma .V, ; les points stationnaires sont en 4 et B. La
figure 9-20 correspond 4 v > 47ma Vi, et 1y a un seul point stationnaire en C.

W
i

k x ’
C
Fig. 9-19 Fig. 9-20

THEOREME DE BLASIUS

17. Soit £2(z) le potentiel complexe associé a un écoulement fluide autour d’un obstacle cylin-
drique de longueur unité limité dans le plan des z par une courbe fermée simple C. Démon-
trer que I'ensemble des forces exercées par le fluide sur l’obstacle est donné par

= : . Lrday
- iy = 1 §> ==
F = X -1 lio '\ dz) dz

ou X et Y sont les composantes cartésiennes de la force et ¢ la densité du fluide

La force agissant sur un élément d’aire ds dans la figure Y
9-21 est normale & ds et est donnée en grandeur par P ds
ol P est la pression. En utilisant les composantes de cette
force sur I'axe des x et ’axe des y on voit que

dFF = dX + idY
= —Pdssing + iPdscosé
= 1Pds(cos6 + isineg)
= {Pdsei®
iP dz

P ds cose

i laide de
dz = dx + idy
= dscos9 + idssing
== dg ei® Fig. 9-21

. . e s » . . 1
C représentant une ligne de courant on en déduit d’aprés le théoréme de Bernoulli, P + 50 V2 = K ou
1 ~ « . . b b A
P=K — 50 V2, ou V est la vitesse du fluide sur une ligne de courant. On a d’autre part d’aprés le pro-
. dsl .
bléme 49, — = Ve=if,
dz

On en déduit par intégration sur C
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19.
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F = X +4¥ = j> iPde = i§(K——%aV2)dz
c c

= —}io § V2de = —lio § V2eit ds

c ¢
= —%ia§ (V2 e20)(e—18 ds)

c

ou F = X-—-4iy = %ia§ (V2 ¢—2i6) (i€ ds)
c

Soit M le moment résultant a ’origine des forces de pression sur l’obstacle du probléme 17.

Montrer que
de\’
M = Re {—%a£z<%> dz}

Considérons les moments comptés dans le sens direct comme positifs. Le moment 4 Iorigine des forces
agissant sur ’élément ds de la figure 9-21 est

dM = (Pdssing)y + (Pdscos6)x = Pydy + xdx)

car ds sin 0 = dy et ds cos 0 = dx. On en déduit d’aprés le théoréme de Bernoulli le moment résultant
M = § Plydy + xdx) = (f (K - 3eV2)(y dy + x dx)
c ol
= K§(ydy+xdx) — %a§v2(ydy+xdx)
c c
= 0 — %aﬁVz(xcose-Fysine)ds
c
ou l'on a utilisé le fait que § (ydy + xdx) = 0 car y dy + x dx est une différentielle exacte.
On a donc c
M = -l § V2(x cose + y sing)ds
c

= Re {—%a § V2 (z + ty)(cos 6 — isin §) ds}
c

= Re<—1l¢ V2ze—10ds = Re<-—1lo 2(V2 e 2i0)(¢l0 dg
) 3 ( )
'a

c
2
= Re {—%a§ z<‘é—9> dz}
2
c
, . : /da\? . y
On écrit quelquefois ce résultat sous la forme M +iN = —%af z \E> dz, N n’ayant pas d’inter-

prétation physique simple. c

Quelle est la résultante des forces agissant sur l’obstacle cylindrique du probléme 16 ?

Le potentiel complexe relatif 4 I’écoulement du probléme 16 est
) )
Q = V0<z+a—>+%lLng
z v

ou V, est la vitesse du fluide en des points éloignés de I’obstacle et ol 7y est la valeur de la circulation.
D’apres le probléme 17 la résultante cherchée F est donnée par
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= . _ . da\? I \§ f / _a? iy 2
F = X -4y = lio i <:i_;> dz = fio . IVO \l p + o2 dz
2 .
. 2 a2\ | 2iV,yy a2 2 _ .

On en déduit X = 0, Y = ¢ ¥, v ce qui montre l'existence d’'une force dans la direction de l’axe des y po-
sitifs et de grandeur o ¥V 7.

Ko

APPLICATIONS A L’ELECTROSTATIQUE.

20. (@) Trouver le potentiel complexe créé par une répartition linéaire de charges de densité g,
située sur une droite perpendiculaire au plan des z en 2z = 0.
: =q ?

(b) Quelle modification doit-on apporter a (a) si la droite est située en z =
(¢) Quel rapprochement peut-on faire avec le potentiel complexe pour une source ou un puits ?

(@) Le champ électrique créé par une ligne de charge ¢ par unifé
de longueur est radial et la composante normale du vecteur
champ est constante et égale 4 £, le long d’une équipoten-
tielle, cependant que la composante tangentielle est nulle
(voir Fig. 9.22). Si C est un cylindre de révolution d’axe
situé en z = 0 et de rayon r, le théoréme de Gauss permet
d’écrire

cjaEnds = E§ ds = E,+27r = 4ng
v C C

2
et ETZT?

P
De £, = _ o2 on tire & = — 24 Logr en omettant la

or
constante d’intégration. Cette fonction est la partie réelle
de §2(z) = — 2qLogz qui est le potentiel complexe cher-
ché.
(b) Sila ligne est située en z = q le potentiel complexe est $2(z) = — 2q Log(z — a).
(c) On trouve le méme potentiel complexe que pour une source linéaire de fluide avec k = — 2 ¢ [voir pro-
bléme 12]. Si g est une charge positive ceci correspond au cas d’un puits linéaire.

Fig.9-22

21. (@) Déterminer le potentiel en tout point du domaine
représenté a la figure 9-23, le potentiel sur ’axe
des x prenant les valeurs V, pour x > 0 et — V,
pour x < 0,

(b) Déterminer les équipotentielles et les lignes de flux.

(x,y)

(@) Nous devons trouver une fonction harmonique dans le plan v %
prenant les valeurs ¥y pour x > 0, i.e. § = 0 et — ¥, pour 0 0
x < 0, i.e. 0 = 7. De méme que dans le probléme 6, si
A et B sont des constantes réelles 46 + B est harmonique.
Alors A(0) + B =V, A(m) + B =—V, dou 4 =-2V,/m,
B =V, si bien que le potentiel cherché est

2 / 2
V0<1 —;0> = VO &1 _;arctg %>

dans le demi-plan y > 0. Le potentiel dans le demi-plan inférieur s’en déduit par symétrie.

Fig. 9-23

L . , 2 : .
(b) Les équipotentielles sont données par Vo (1 — — arctg 1-) = @, i.e. y = mx ou m est une constante,
s x

Ce sont des droites passant par !origine.

Les lignes de flux sont les trajectoires orthogonales des droites y = mx et ont pour équation
x? + y2 = B, Ce sont des cercles centrés i Vorigine.
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A . L, 2 2V
Autre méthode. Une fonction conjuguée de V, (1 — —arctg y/x) est — —2 logr. Les lignes de flux sont
T s

donc données par » = Vx? + y? = constante qui sont des cercles centrés a l'origine.

22. (a) Trouver le potentiel créé par une ligne de charge g par unité de longueur situé en z = z
et une ligne de charge — g par unité de longueur située en z = z,.

(b) Montrer que le potentiel créé par un plan infini [ABC dans la Fig. 9-25] maintenu au po-
tentiel zéro (par mise 4 la terre) et une ligne de charge g par unité de longueur, paralléle
a ce plan, peut &tre déduit du résultat de (a).

(@) Le potentiel complexe dii aux deux lignes [Fig. 9-24] est

20) = —2qLog(z~zy) + 2qlog(z ~ 7y) = 2qLog(/§—jo>
N~ T %0

Dont la partie réelle est le potentiel cherché, i.e.

oo 2]

Y Yy
/2'. Z0 7 ’L‘o E
" A B C "
Potentiel =0
—q=,, Z
Fig.9-24 Fig.9-25

(b) Pour démontrer ceci nous devons montrer que le potentiel (/) se réduit a & = 0 sur I'axe des x ie. ABC
dans la figure 9-25 est au potentiel zéro. Ceci se déduit a la fois du fait que sur I’axe des x on a z = x et

—Z r—Zz
a = 24L0g<x z°> et Q :2qL0g<;_2°> = —Q
0

x— 2z

ie. ® = Re{Q} = 0 sur laxe des x.

On peut donc remplacer la charge — g en z, [Fig. 9-24] par un plan ABC au potentiel zéro [Fig. 9-25]
et réciproquement.

23, Deux plans infinis paralléles a une distance a 1’'un de l'autre, sont mis a la terre (i.e. au poten-
tiel zéro). Une ligne de charge q par unité de longueur est située entre ces plans a une distance
b de 'un d’entre eux. Déterminer le potentiel en tout point situé entre ces plans.

Soit ABC et DEF [Fig. 9-26] la représentation de ces deux plans dans le plan des z; on suppose que la
charge linéaire a pour trace z = bi.

Plan de la variable z Plan de la variable w
Y ' »
Potentiel = 0 - '
T ‘ B 9 qembila
; . ’ .
e b , o
- D ’ ; * v F: 1 Al
E v , A B C'\D E Fl i

Potentliel =0 Potentliel =0
Fig. 9-26 Fig. 9-27
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D’aprés le résultat A-2 de la page 205 nous voyons que la transformation w = e™#/¢ transforme la région
ombrée de la figure 9-26 en la moitié supérieure du plan des w de la figure 9-27. La charge linéaire ¢ enz = bi
est transformée en la charge linéaire ¢ en w = ¢"Pi/@, La frontiére A BCDEF de la figure 9-26 (au potentiel
zé10) est transformée en axe des x 4’ B' C' E' F' (au potentiel zéro) ou C' et D' coincident en w = 0.

D’aprés le probléme 22 le potentiel en tout point de la région ombrée de la figure 9-27 ci-dessus est

_ w — e~7bisd]
@ - Zq Re{ w — embi/a }

Le potentiel en tout point de la région ombrée de la figure 9-26 est donc
em/a — e—rbi/a‘}

b = 2q Re{

L

emrRlia — Tbi/a

APPLICATIONS A LA DIFFUSION DE LA CHALEUR

24. Une plaque semi-infinie (ombrée dans la figure 9-28) a ses frontiéres maintenues aux tempéra-
tures indiquées ou T est une constante, Quel est I’état permanent de température dans la plaque

Plan de la variable z Plan de la variable w

(p:T ¢:2T

x

—a/2 =0 a/2

Fig.9-28 Fig. 9-29

La région ombrée du plan des z est transformée en le demi-plan supérieur dans la figure 9-29 par la trans-
formation w = sin(mz/a) ce qui est équivalent & u = sin(mx/a) ch (my/a), v = cos(nx/a) sh (wy/a) [voir le ré-
sultat A-3 (a) de la page 206].

On doit maintenant résoudre le probléeme transformé dans le plan des w, Utilisant la méthode du pro-
bléme 7 on trouve que la solution dans le plan des w est

garctg/ v >—2—Zarctg< v >+2T

* \u—}-l 7 u—1

It

et la solution dans le plan des z est donc

_ T [ cos(ra/a) sh (zy/a) _ 2T et cos (rx/a) sh (ry/a)
*o= 7 arctg 1sin (rxfa) ch (zy/a) + 1 7T arcte sin (z2/a) ch (ry/a) — 1 + 2T

25. Déterminer la répartition permanente des températures de la région ombrée de la figure 9-30,
les éléments de la frontiére étant maintenus aux températures indiquées.

Plan de la variable z Plan de la variable w

o2l

[ e e

0°C C A 0°C

Fig. 9-30 Fig. 9-31
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La région considérée du plan des z est transformée en la moitié supérieure du plan des w par w=z + =
z

[résultat A-4 de la page 206] ou ce qui est la méme chose par

u+w—x+zy,x+iy—x+x2+y2 z<y x2+y2>’ ie. u—v+m,v—y—x2+y2

La solution du probleme dans le plan des w est en utilisant la méthode du probléeme 7

60 arct ) — arct,
T g | \ 2) & U 2
En remplacant i et v par leurs valeurs on trouve le résultat cherché dans le plan des z
60 arctg y@2+y?—1) L — 50 ety y(e2+y2—1)
7 w2+ y?+ Do — 2(22 + y?) | L (@2 + y2 + D + 2(x2 + y?)

ou en coordonnées polaires

60 (r2—1) sin g _ 80 et (r2—1) sin g
- arcig {(1‘2 +1) cos6 — 2r T & (r2+ 1) cos o + 2r

PROBLEMES DIVERS

26. On considére la région limitée par deux conducteurs cylindriques, concentriques, infiniment
longs, de rayon r et r, (r, > r;) chargés respectivement aux potentiels ® et ¢, [voir Fig.
9-32]. Trouver (a) le potentiel et (b) le champ électrique en tout point de la région considérée.

(@) Considérons la fonction.Q = ALlogz + B oll 4 et B sont des cons- @
tantes réelles. Si z = re alors Z

QO = &+ i = Alogr + Ais + B
ou & = ALogr+ B, v = Apg

D’autre part ¢ est solution de 1’équation de Laplace i.e. est v

harmonique dans r; <r <r, et se réduit 4 ® = P et & = &,
pour r = r, et r = r, pourvu que A et B soient choisis tels que

¢; =4 Logr,+ B, ¢, =ALogr, + B
. b, — P $. logr, — &, Logr
ie., = ;., = 1 2 2 ! Fig.9-32
Log (ry[rq) Log (rs/7y)

Le potentiel cherché est donc

by, — ¢ ®.Logr, —P,Logr
_ (% 1)Logr+ Logr, —®,Logry
Log (r,/r,) Log (ry/ry)
(b) Vecteur champ électrique = € = —grad® = —3;:?
Pr—d 1

Log (ry/ry) r
On remarque que les lignes de force ou lignes de flux sont ortho-

gonales aux équipotentielles, nous avons représenté quelques lignes de Fig.9-33
force en traits interrompus a la figure 9-33.

27. Calculer la capacité du condensateur formé par les deux conducteurs cylindriques du probléme 26.

Si T est une courbe fermée simple quelconque entourant le cylindre intérieur et si g est la charge de celui-ci,
le théoréme de Gauss et les résultats du probléme 26 permettent d’écrire

m - 2m(®; — &)
E.d . rd = —_ = 47
..f n 48 f {Log(rz/r ) TJ ’ I—'Og(rz/rl ) 1
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ot R STl td
olL q_2Lo—g(r;/r—1)e onc

c 6 C charge q 1
apacite ¢ = = = AT aolr i
P différence de potentiel Py — Py 2Log(ry/ry)

ce qui ne dépend comme il se doit que de la configuration géométrique des éléments du condensateur.

Le résultat ci-dessus est valable dans le cas ol il y a du vide entre les conducteurs. Si au contraire il y a un
milieu de constante diélectrique xk nous devons remplacer g par q/k et la capacité est dans ce cas 1/[2« Log(r, /r))]

28. Deux conducteurs cylindriques de méme rayon R dont les centres sont a une distance D [Fig.9-34]
sont chargés respectivement aux potentiels V, et — V. (a) Déterminer la charge par unité de lon-
gueur nécessaire a 'obtention de ce résultat. (b) Trouver une expression de la capacité.

(a) Nous utiliserons les résultats du probléme 13 car nous pouvons
remplacer chacune des courbes équipotentielles (surfaces) par

des conducteurs circulaires aux potentiels indiqués. Posant Y
a=—V, et @ = V, et remarquant que K = 2q, nous trouvons
que les centres des cercles sont en D

x = —acoth(Vy/2q) et x = a coth(Vy/2q)

0
-V
si bien que (1) D = 2a coth (Vo/2¢) m 'R -

Le rayon R des cercles est
(2) R = a[ch(Vy/29)] "

La division de (I) par (2) donne 2 ch (VO /2q) = D/R si bien
que la charge demandée est

Vo

= v Fig. 9-34
1 2 arg ch (D/2R)
. charge q 1
b Capacité C = - = 4 = —
) P différence de potentiel 2V, 4 arg ch (D/2R)

Ce résultat est valable dans le vide. Dans un milieu de constante diélectrique x, nous devons diviser le
résultat par K.

On remarquera que la capacité dépend comme d’habitude de la seule forme géométrique du condensa-
teur. Le résultat est fondamental dans la théorie de la transmission par cables.

29. Montrer 'unicité de la solution du probléme de Dirichlet.

0’ 320
Le probléme de Dirichlet consiste en la détermination d*une fonction & vérifiant I'équation 8—2- + ?z 0

. . s X v
dans un ouvert simplement connexe ® et prenant des valeurs imposées ® = f(x, y) sur la frontiére de & .Pour
démontrer cette unicité nous devons prouver que si une solution existe c’est la seule, Pour cela supposons quil

existe deux solutions différentes &, et @, ; on a alors

26, 32, i

W; toE S 0 dans ® et &, = flw,y) sur C (1)
by 20y _

3t e =0 dans R et by = flx,y) sur C (2)

Par soustraction et posant G = &, — $,, on déduit

%_‘_66_;% =0 dans R et G=0sur C (3)

Pour montrer que (bl = ‘132 identiquement, nous devons montrer que G = 0,identiquement dans / .
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(3]
i

7

Remplagons F par G dans le probléme 31 chapitre 4 page 112, on obtient

/3G 3G ff /832G 926G oG\ aa:
Py — 22 — — { otu U AR ’ .
i G \ oz de — = dy> ) [G \ 322 + ay2> + <0x/« + v } de dy (4

392G 3%¢G
Supposons que G ne soit pas constant dans & . De G = 0 sur C et de 8_2 + 5‘2 = 0 identiquement dans
X ¥

& on déduit d’aprés (4)

2 2
f] LGN
1 52 Jorsr =
® AN /
Ceci est en contradiction avec ’hypothése : G est non constant dans & car dans de telles conditions
2 Sy 2
ff[<&\, +f‘\£{~(1)]dxdy > 0
% d / Y

On en déduit que G est constant dans & et par continuité on doit avoir G = 0. On a donc O, =, etil
n’existe qu’une seule solution.

30. Une région angulaire infinie ABDE d’angle 7/4 [ombrée dans la figure 9-35] a un coté AB main-
tenu a une température constante T,. L’autre c6té BDE a une partie BD [de longueur unité]
qui est isolée le reste étant maintenu a une température constante T,. Déterminer la tempéra-
ture en tout point du domaine considéré.

plan de la variable z plan de la variable ¢
y ]
A AIH
Y ' T,
A : ) )
B 1’(, D v A_E . Bl D :Er ;
Isolation 1 T Isolation | T,
Fig. 9-35 Fig. 9-36
plan de la variable w plan de la variable w
v v
VAU E"
1
Tl T2
T, T,
B” D" BII D'l "
bbiiiiiis] %
Isolation 1
T T,
Fig.9-37 Fig. 9-38

Par la transformation { = 22, la région ombrée du plan des z [Fig. 9-35] est transformée en la r_égion
ombrée de la figure 9-36 avec les conditiors aux limites indiquées [voir le résultat A—1 de la page 205].

Par la transformation { = sin (7w/2), la région ombrée du plan des ¢ [Fig. 9-3{3] est transformée en la
région ombrée de la figure 9-37 avec les conditions aux limites indiquées [voir le résultat C—1 de la page 210].
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Dans ces conditions le probléme de répartition de température représenté a la figure 9-37 avec B D" isolé
est equwalent au probleme analogue de la figure 9-38 puisque par symétrie il ne peut y avoir de transfert de
chaleur 3 travers B'' D", Mais on a 13 le probléme de la détermination de la température entre deux plans pa-
ralléles maintenus respectwement aux températures constantes 7, et T,. Dans ce cas la variation de la tempé-
rature est linaire et est donnée par T, + (I, — T,)u.

. 2 . 2 .
De { = 22 et { = sin (7w/2) on déduit par élimination de ¢, w = = arcsin z2 ou u = = Re{arc sin z%}.

B

La température cherchée est donc

2(Ty—T .
T, + 2= Ty Re{arc sin 22}

En coordonnées polaires ceci peut s’écrire [voir probléme 95]
2T, —Ty)

T, + = Larcsin {3V7T + 2r2cos20 + 1 — Vit — 22 cos26 + 1}
T

Problemes supplémentaires

FONCTIONS HARMONIQUES

31.

32.

33.

34.

35.

36.

Montrer que les fonctions () 2xy + y3 — 3 x%y, (b) e *sin y sont harmoniques.

Montrer que les fonctions du probléme 31 demeurent harmoniques aprés les transformations (a) z = w2,

(b) z = sin w.

Si ®(x, y) est harmonique, montrer que ®{(x + a,y + b), ol ¢ et b sont des constantes arbitraires, est aussi
harmonique.

Si ®,, @,,..., P, sont harmoniques dans ® et si ¢;, ¢;,... ¢, sont des constantes montrer que ¢; ¢, +

ey O+ D+ e . P, est harmonique dans w .

Montrer que les fonctions harmoniques qui dépendent seulement de la distance » 4 un point fixe sont de la
forme A Logr + B ol A et B sont des constantes arbitraires.

Si F(z) est analytique et différente de zéro dans un ouvert connexe & , montrer que la partie réelle et la par-
tie imaginaire de Log F(z) sont harmoniques dans & .

PROBLEMES DE DIRICHLET ET DE NEUMANN

37.

38.

39.

40.

Trouver une fonction harmonique dans le demi-plan supérieur Im {z}> 0 et prenant sur 'axe des x les va-

(1 2>0 .
leurs G(x) = < . Rép. 1 — (2/7) arctg (y/x
121 w<o p ( g (y/x)
J 1 < -1
Résoudre le probléme 37 avec G(x) 0 —1<w<1.
\L 1 xz>1
Rép. 1 — 1 arct (/—L — —ar tg [ 4=
: - Elr—1 clg 1 z+1
o . e (T o0<g¢
Déterminer une fonction harmonique & 'intérieur du cercle |z| = 1 et prenant les valeurs F(4) = i T <
- T ]

sur sa circonférence . Rép. T{l _2 arctg <2{‘ sin20>}
s bl &

(T 0<6<qg/2
Résoudre le probléme 39 avec = \J 0 #/2<0<3:/2-
T 387/2<6<2~




41.

42.

43.

44,

45.
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Résoudre le probléme 39 avec F(p) = {sine 0<eo<m

0 <6< 2
Déterminer une fonction harmonique a intérieur du cercle |z| = 2 et prenant sur la circonférence les valeurs
10 0<6<r , 1 /iy si
F(p) = : Rép. 1041 —= rsing
) {0 7 <6< 25 p et

Montrer directement que les réponses obtenues pour (a) le probléme 6, (b) le probléme 7, (¢) le probléme 8
sont effectivement des solutions aux problémes aux limites correspondants.

Déterminer une fonction harmonique dans le premier quadrant x > 0, ¥ > 0 et prenant les valeurs

Viw,0) = -1, V(0,5) = 2.  Rép. Sarctg /224 _
7 \an—yz/

Trouver une fonction harmonique dans le premier quadrant x > 0, y > 0 et vérifiant les conditions aux li-

0
1 = —X — —_
mites (x, 0) e~*, pyol IR

APPLICATIONS A P’ECOULEMENT DES FLUIDES

46.

47.

48.
49,

50.

51.

52.

53.

54,

56.

57.

58.

Représenter graphiquement les lignes de courant et les équipotentielles pour un écoulement fluide de poten-
tiel complexe (2) z2 + 2z, (b) 2%, (¢) e %, (d) cos z

Etudier I’écoulement fluide correspondant au potentiel complexe £2(z) = Vy(z + 1/22).

Vérifier la justesse des équations (5) et (6) page 234
Démontrer la relation d§2/dz = Ve ™ ol V et 6 sont définis comme dans le probléme 17.

Avec les hypothéses du probléme 10, (¢) montrer que la vitesse du fluide en tout point £ [figure 9-14] est
donnée par 2V, [sin 8] et (b) déterminer les points du cylindre ol la vitesse est maximum.

(a) Si P désigne la pression au point £ de l'obstacle de la figure 9-14 du probléme 10 et P, la pression en
des points éloignés de ’obstacle, montrer que

P — P, = 1loVi(l—4sin2e)

(b) Montrer qu’un vide est créé en les points B et F si la vitesse du fluide est supérieure ou égale i
Vo = V/2P.. /30. Ce phénoméne est appelé¢ souvent cavitation.

Démontrer 1’équation (19) page 237 par un passage 4 la limite dans ’équation (18).

Etudier ’écoulement fluide créé par trois sources de méme force k situées en z = —gq, 0, a.
Etudier ’écoulement fluide dii & deux sources en z = * g et un puits en z = O les forces ayant méme
valeur,

Montrer que par la transformation w = F(z) ol F(z) est analytique, une source (ou un puits) dans le plan
des z en z = z,, est transformé en une source (ou un puits) de force égale dans le plan des w en

w = wy = F(zy)

Montrer que la résultante des moments sur ’obstacle cylindrique du probléme 10 est nulle, expliquer physi-
quement ce résultat.

Si¥ (x, y) est la fonction de courant montrer que le débit d’un écoulement fluide 4 travers un arc C joi-
gnant les points (x,, ) et (x5, ¥,) est o{¥(x,, ¥,) — ¥(x;, ¥}

(a) Montrer que le potentiel complexe créé par une source de force k > 0 dans un fluide se déplacant a la
vitesse ¥y est & = Vyz + kLog z et (b) étudier le mouvement.
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59.

60.

61.
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Une source et un puits de méme force m sont situés en z = * 1 entre les deux droites paralitles y = = L,
Montrer que le potentiel complexe pour écoulement fluide ainsi défini est

o L ezt 1) 11
o= mlog emz—1) — 1|

On considére une source de fluide en z = z; et un mur x = 0. Montrer que I’écoulement résultant est
équivalent & celui que I'on obtient en remplagant le mur par une source de méme force en z = z,.

On considére un écoulement fluide entre les deux branches de I'hyperbole ax? — by?2 = 1, a > 0, b > 0.
Montrer que le potentiel complexe pour Iécoulement considéré est donné par K argch az ol K est une
constante positive et & = s/ab/(a + b).

APPLICATIONS A L’ELECTROSTATIQUE

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

Deux demi-plans conducteurs disposés comme dans la figure 9-39 ci-dessous sont chargés respectivement
aux potentiels constants @; et ®,. Déterminer (¢) le potentiel et (b) le champ électrique & en tout
point situé dans la région ombrée comprise entre les deux demi-plans.

. P — by
Rep. (a) ¢ = CI12+< )0 (b) E = (¢Z—¢1)/a7'

o

Potentiel ¢, C Vo

Fig. 9-39 Fig. 9-40

Trouver (a) le potentiel et (b) le champ électrique en tout point de la région ombrée de la figure 9-40 ci-
dessus avec les potentiels sur les axes des x et y constants et ayant respectivement pour valeur Vet — V.

[ 2 2%
; Y
Rep. Voj 1 — —arc tg <x2_ y2>
On considére dans un domaine infini trois conducteurs situés en z=—1,0, 1 et maintenusrespectivement aux poten-

tiels — ¥V, 2V,, ~ V,. Trouver (a) le potentiel, (b) le champ électrique en tout point,
Rép. (@) VyLog{z(z2 —1)}

Montrer que la capacité d’un condensateur est invariante par transformation conforme,

On considére les demi-plans conducteurs 4B et BC se coupant Y
suivant 'angle o et étant mis 4 la terre [figure 9-41]. Une
charge linéaire de densité g est située en z, dans la région
ombrée a égale distance a de AB et BC.

. A g/ — gwla
Déterminer le potentiel. Rép. Im {—2qiLog<——i—>}

aml/o — 57{/(1

Résoudre le probléme 66 si g est & la distance a de AB et b
de BC.

Résoudre le probléme 23 si 'on ajoute deux charges linéaires
de densité ¢ et — g situées en z = bi et z = — bi respecti-
ment ; on suppose 0 < b <gq, 0<c<gethFc

Fig. 9-41

Un cylindre de révolution infini a la moitié de sa surface chargée au potentiel constant V,, I'autre moitié
étant mise 4 la terre ; les deux moitiés sont supposées isolées I'une de l'autre. Déterminer le potentiel en
tout point.
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APPLICATIONS A LA DIFFUSION DE LA CHALEUR

70. (a) Déterminer la répartition permanente des températures dans la région ombrée de la figure 9-42 ci-dessous
et (b) déterminer les lignes isothermes et les lignes de flux, Rép. 60 — (120/7) arctg (y/x)

71. Déterminer la température au point (2, 1) de la région ombrée de la figure 9-43 ci-dessous quand I’équilibre
est atteint.

y Y
N B
N
=R
8 3
ER 100°C z
8 z c
B 50°C (4,0 v D
Fig.9-42 Fig.9-43 Fig. 9-44

72. Les parties convexes ABC et ADC d’un cylindre unité [figure 9-44 ci-dessus] sont maintenues aux tempéra-
tures 40°C et 80°C. (a) Quelle est la répartition permanente de température en tout point intérieur au cy-
lindre ? (b) Déterminer les isothermes et les lignes de flux.

73. Quelle est la température au point (5, 2) de la région ombrée de la figure 9-45 ci-dessous, les températures
en les points de la frontiére étant maintenues aux valeurs indiquées. Rép. 45,9°C.

y v
A ' B
40°C N
A C x
B0, 1)
80°C
c 100°C D 5
Fig. 9-45 Fig. 9-46

74. On considére une plaque conductrice infinie dans laquelle on a fait un trou circulaire ABCD de rayon unité
[figure 9-46 ci-dessus]. Les arcs ABC et ADC sont constamment maintenus aux températures respectives 20°C
et 80°C. Quel est I’état permanent des températures en tout point de la plaque ?

PROBLEMES DIVERS
75. Si ®(x, y) est harmonique démontrer qu’il en est de méme pour ®(x/r?, y/r?) ol r = y/x2 + y2,

76. Montrer que si U et V sont continiment différentiables, alors
60U _ U dn | U dy v Y- _Vdy , Vs

(a) on ~ ow ds 9y ds I

as ar ds | oy ds
ol n et s désignent respectivement la normale orientée vers I’extérieur et P'abscisse curviligne, d’une courbe

fermée simple C.

77. Si U et V sont des fonctions harmoniques conjuguées, montrer que (a) (;_L = aa_V, (b) aa—U = —%,
n 8 8
78. Montrer que la fonction 1= st harmonique dans toute région ne contenant pas le point

r=1,0 = 0. 1 — 2rcosé + 72
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79. On se propose de résoudre le probléme de Neumann, i.e. de trouver une fonction ¥V harmonique dans un
ouvert connexe & et telle que sur la frontitre C de®, 8V/3n = G(s), ol s est I'abscisse curviligne sur C.

N
On pose H(s) = f G(s) ds ou a est un point quelconque de C, et 'on suppose quef G(s) ds = 0. Mon-
J g C

Iy

trer que pour trouver ¥ nous devons déterminer la fonction harmonique conjuguée U satisfaisant a
U= — H(s) sur C. C’est un probléme de Dirichlet équivalent, [On pourra utiliser le probleme 77].

80. Montrer qu’a une constante additive prés la solution du probléeme de Neumann est unique.
81. Démontrer le théoréme 3 page 234.

82. Comment doit-on modifier le théoréme 3 page 234 si la condition & = ¢ sur C est remplacée par
d = f(x,y) sur C?

83. Comment doit-on modifier le théoréme 3, page 234 si la condition d¢/dn = 0 sur C est remplacée par
od/on = g(x, y) sur C ?

84. Si un écoulement fluide est dii & une distribution quelconque de sources, puits ou doublets et si C est une
courbe quelconque non traversée par le fluide, alors la distribution de sources, puits ou doublets situés d’un
coté de C est appelée I'image de la distribution de sources, puits ou doublets situés de lautre cdté. Mon-
trer que I'image d’une source située a lintérieur d’un cercle C est une source de méme force située au point
inverse par rapport a4 C. [Le point P est dit inverse du point Q par rapport au cercle C centré en O si OPQ
est une ligne droite et si OP. 0OQ = 2, a désignant le rayon de C}

85. Une source de force k > O est située au point z, dans un fluide contenu dans le premier quadrant les axes
des x et des y formant des barriéres rigides. Montrer que la vitesse du fluide en tout point est donnée par

k 1 (2—20)—'1 + (z—éo)"l + (z+20)_1 + (Z+é0)—1‘

86. Deux conducteurs cylindriques infiniment longs ont pour sections
droites des ellipses homofocales de foyers en (— ¢, 0) et (¢, 0)
[voir figure 9-47] ; on améne ces cylindres aux potentiels cons-
tants ¢, et ¢,, montrer que la capacité par unité de longueur
est

2

27
arg ch (Ry/¢) — arg ch(R,/c)

[On pourra utiliser la transformation z = ¢ ch w]

87. On suppose dans le probléme 46 que ¢, et &, représentent
les températures des cylindres elliptiques. Quel est la réparti-
tion stationnaire de température dans la région conductive
située entre les deux cylindres ?

88. On considére un écoulement fluide avec un obstacle consti-
tué par un cylindre de révolution situé sur le fond du canal
ol se produit I’écoulement ; en des points éloignés de 1'obs-
tacle ’écoulement se fait & la vitesse ¥ [voir fig. 9-48]

Fig. 9-47

(@) Montrer que le potentiel complexe est donné par
Qz) = waV, coth (ra/z)
(b) Montrer que la vitesse du fluide au sommet du cylindre

est % n? V, et comparer ce résultat avec celui obtenu
dans le cas ol l'obstacle circulaire est au milieu du fluide.

(c) Montrer que la différence de pression entre le sommet
et la base du cylindre est om*V32/32.

Fig. 9-48



89.

90.

91.

92.

93.

94,

96.

97.
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(a) Montrer que le potentiel complexe pour un écoulement
fluide avec obstacle elliptique tel que celui de la figure
9-49 est v v

0 0
o) = 7, {; + L")Z} m
ol = Lz +VaZ=¢?) et o = a2 — b2 M

(b) Montrer que la vitesse du fluide au point le plus haut
et au point le plus bas du cylindre elliptique est
Vo (1 + b/a). Examiner le cas a = b, [On pourra ex- Fig. 9-49
primer le potentiel complexe en coordonnées elliptiques
E,Mavecz=x +iy=cch ¢+ in)=cch{l]

Montrer que si ’écoulement du probléme 89 a lieu dans une direction faisant un angle § avec le demi-axe
Ox, le potentiel complexe est donné par la formule de (a) avec { = é- (z + /22 — ¢2)el8,

Dans la théorie de D’électricité I’équation

3t 4P 9P

Vip = V2(V2¢) = W W W

appelée équation biharmonique, présente une grande importance. Les solutions de cette équation sont appe-
1és fonctions biharmoniques, Montrer que si F(z) et G(z) sont analytiques dans un ouvert connexe & , alors
la partie réelle de z F(z) + G(z) est biharmonique dans& .

Montrer que les fonctions biharmoniques (voir probléme 91) ne restent pas en général biharmoniques aprés
une transformation conforme.

(a) Montrer que Q(z) = K log sh (n/z/a),k > 0, a > 0 représente le potentiel complexe di a une rangée
de sources de fluide en z = 0, t ai, * 241, ...

(b) Montrer que le potentiel et la fonction de courant sont i une constante additive prés donnés par
tg(my/a) }

& = K log {ch (2rz/a) — cos 2zy/a)}, Y = K arctg { —————
th{mx/a)

(¢) Représenter graphiquement quelques lignes de courant de I'écoulement considéré.

Montrer que le potentiel complexe du probleme 93 est le méme que celui créé par une source située & égale
distance des droites paralleles y = * 3a/2.

Vérifier le résultat donné i la fin du probléme 30 [comparer avec le probléme 137 chapitre 2 page 62].

Un condensateur est formé par un cylindre elliptique d’axes 2a et 2b (a > b), et par une plaque plane AB
27

de longgeur 2k [voir figure 9-50 ci-dessous]. Montrer que sa capacité est arg oh @)

Une fluide s’écoule & vitesse constante dans un canal semi-infini de largeur D et émerge par Pouverture 4B
[figure 9-51 ci-dessous]. (¢) Déterminer le potentiel complexe de I’écoulement. (») Déterminer les équipo-
tentielles et les lignes de courant, représenter graphiquement quelques lignes de chaque famille.

[On pourra utiliser le résultat C-5 de la page 211].

| 2a
A
o ———
Vo...__). D
: —
2b ————
B

Fig. 9-50 Fig. 9-51
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98. Donner une interprétation du probléme 30 par la théorie du potentiel

99, (a) Montrer que dans le vide la capacité du condensateur 4 armatures paralléles de la figure 9-52 est
1
D2—R:_R?
2R.R, >

2argch<

(b) Examiner le cas R, = R, = R et comparer avec le probleme 28.

100. Montrer que dans le vide la capacité des deux conducteurs cylindriques paralleles de la figure 9-53 est

1
) " R+ R}—D? >
uee < 2R R,
A
Vo 7 0
, )
R, B, B Y% \o
D O _VO
C
Fig.9-52 Fig. 9-53 Fig. 9-54

101. Trouver le potentiel en tout point du cylindre unité de la figure 9-54 si 4B, BC, CD et DA sont respecti-

vement maintenus aux potentiels V,, 0, — V, et 0.
; Vo / 2r si 2r

Rén. _0 sin 8 + arct ' COS : E
P bl \arctg 1—2 £ 1—12 b

102. La région ombrée de la figure 9-55 représente un demi-plan
conducteur de la chaleur dans lequel les cdtés AD, DE et DB
sont respectivement maintenus aux températures 0, T et 27T : D
ol T est une constante. (¢) Déterminer la température en un %~
point quelconque. (b) Donner une interprétation faisant inter-
venir la théorie du potentiel

Y ‘,

Fig. 9-55
103. Reprendre le probléme précédent dans I’hypothése oll (¢) DE est isolé,(b) AB est isolé,

104. Dans la figure 9-55 on suppose que DE représente un obstacle perpendiculaire au fond d’un canal infini dans
lequel un fluide se déplace de la gauche vers la droite de telle fagon qu’en des points éloignés de I’obstacle
la vitesse soit V. Trouver (a) la vitesse et (b) la pression en tout point du fluide.

105. Déterminer le régime stationnaire de température au point (3, 2) de la région ombrée de la figure 9-56.

106. Un secteur de plan ABCD d’angle 7/4 [ombré dans la figure 9-57] a un de ses c¢dtés (CD) maintenu 2
50°C ; l'autre cdté ABC présente une portion AB & la température 25°C cependant que BC de longueur
unité est isolé, Déterminer la température en tout point du domaine considéré.

4 50°C N7

20°C 80°C
Fig. 9-56 Fig. 9-57



CHAPITRE 10

Compléments

PROLONGEMENT ANALYTIQUE

Soit F,(2) une fonction de z analytique dans un ouvert connexe 4R, [figure 10-1]. Supposons
que l'on puisse trouver une fonction F,(z) analytique daus un ouvert connexe (R, et telle que
F,(2) = F,(2) dans /R | N (R,. Nous dirons dans ces conditions que F,(z) est un prolongement
analytique de F,(z). Ceci signifie qu’il existe une fonction analytique dans R; UR, telle que
F(z) = F (2) dansR, et F(z) = F,(z) dans(R,. Dans le cas présent il suffitque R et R,
n’ait en commun qu’un petit arc tel que LMN dans la figure 10-2.

Yy Yy
L
AV
x Lot x
Fig. 10-1 Fig. 10-2
Par prolongement analytique a l’aide d’ouvertsR,,(R,... on peut étendre la région originale
de définition a d’autres parties du plan complexe. Les fonctions F,(z), F,(2), F;(2)... définies

respectivement dans R,,(R,,(R ;.. .sont quelquefois appelées éléments de fonctions. Il est quelque-
fois impossible de prolonger analytiquement une fonction au-dela de la frontiere de I'ouvert de
définition. Cette frontiere est alors appelée coupure,

Si une fonction F,(z) définie dans (R, est prolongée
analytiquement jusqu’a (R, par deux chemins différents
[figure 10-3], alors les deux prolongements analytiques
ainsi obtenus seront identiques pourvu qu’il n’y ait pas
de singularité entre les chemins utilisés ; c’est le théo-
réme d’unicité du prolongement analytique.

Dans le cas ou l'on obtient des résultats on peut
montrer qu’il existe une singularité (plus précisément
un point de branchement) entre les chemins utilisés.
C’est de cette facon que l'on obtient les diverses bran-
ches d’une fonction multiforme. C’est dans ce genre de
considérations que le concept de surfaces de Riemann Fig.10-3
présente de l’intérét.

Nous avons déja vu comment des fonctions représentées par des séries entiéres peuvent étre
prolongées analytiquement (chapitre 6). Dans ce chapitre nous étudierons comment des fonctions
définies d’une autre facon (par exemple par des intégrales), peuvent étre prolongées analytiquement.
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PRINCIPE DE SYMETRIE DE SCHWARZ

Supposons que F,(z) soit analytique dans Pouvert 4
connexe (R, de la figure 10-4 et que F,(z) prenne des
valeurs réelles sur la partie LMN de 'axe des x.

2

Le principe de symétrie de Schwarz établit que le
prolongement analytique de F,(2z) dans la région (R, (con-
sidérée comme image de (R, a travers le miroir LMN) est
donné par

o

F:() = F1(3) (1)

4
1
i
{
i
§
!
H
i
!
]
|
4
3

z -

SN
&

On peut étendre ce résultat a des cas ou LMN est
une courbe au lieu d’étre un segment de droite.

Fig. 10-4
PRODUITS INFINIS

n
Considérons I'expression P, = (1 + w ) (1 + w,)...(1 + w,) notée J| (1 + w,) ou l'on

k=1
suppose que pour tout k,w, # — 1. S’il existe une valeur P # 0O telle que lim P, = P, nous di-

n —oo

sons que le produit infini (1 + w,) (1 + w,)... = T @+ w, ), ou plus simplement IT(1 + w,)
k=1

converge vers P ; dans les autres cas il sera dit divergent. Les quantités w, peuvent étre constantes

ou fonctions de z.

Si un nombre fini de quantités w, = — 1 cependant que le produit infini obtenu en omettant
ces facteurs converge, on dit que le produit infini initial converge vers zéro.

CONVERGENCE ABSOLUE, SEMI-CONVERGENCE ET
CONVERGENCE UNIFORME DES PRODUITS INFINIS

Si le produit infini II(1 + |w,|) converge, nous disons que [I(1 + w,) est absolument converger

Si II(1 + w,) converge mais que I1(1 + |w,|) diverge nous disons que IT(1 + w,) est semi-
convergent.

Un théoréme important, analogue a celui existant pour les séries, établit que si un produit infini
converge absolument, i.e. si II(1 + |w,[) converge alors IT(1 + w,) converge également (voir pro-
bléme 65).

La notion de convergence uniforme des produits infinis se définit aisément par analogie avec
71 oo
les suites ou les séries, Si I'on pose [] {1 + w,(z) = P, (2) et []{1+ w,(2)} = P(z) nous
k=1 k=1
disons que P (z) converge uniformément vers P (z) dans un ouvert connexe (R si pour tout €>0

on peut déterminer un nombre N dépendant seulement de ¢ et non de la valeur particuliére de z
dans R, tel que [P, (z) — P(2)| < € pour tout n > N.

Comme dans le cas des séries on peut effectuer certaines opérations avec des produits infinis
absolument ou uniformément convergents, qui ne peuvent pas étre effectuées avec des produits
infinis ne possédant pas ces propriétés ; on peut ainsi changer ’ordre des termes d’un produit
infini absolument convergent sans changer la valeur de celui-ci.
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QUELQUES THEOREMES IMPORTANTS SUR LES PRODUITS INFINIS

1. Une condition nécessaire pour que II(1 + w,) converge est que lim w, = 0. Toutefois cette
n—r o
condition n’est pas suffisante, i.e. méme si lim w, = 0 le produit infini peut diverger.

Jl =

2. Si Z|w,| converge [ie. si ¥ w, converge absolument], alors IT(1 + |w,|), et donc II(1 + w,)
converge [i.e. I[(1 + w,) converge absolument]. La réciproque est exacte.

3. Si un produit infini converge absolument on peut changer 'ordre des facteurs sans changer
la valeur du produit.

4.  Si dans un ouvert connexe R, lw,(z) < M,, k=1, 2,3,.... o les M, sont des constantes
telles que 2 M, , converge alors II{1 + w, (2)} est uniformément (et absolument) convergent.
C’est ’analogue du critére de Weierstrass pour les séries.

5. Si les fonctions w,(2), k = 1, 2, 3,..., sont analytiques dans un ouvert connexe (R et si
2w, (2) est absolument convergente dans (R, alors II{1 + w, (z)} converge vers une fonction
analytique dans (R,

THEOREME DE WEIERSTRASS POUR LES PRODUITS INFINIS

Soit f(z) une fonction analytique pour tout z [i.e. f(2) est une fonction entiére] supposons
gu’elle possede des zéros simples en ¢, ,a,,a;,... avec 0 < |a,| < a,| < Jaz] <...et hm la, | = oo,

Alors on peut exprimer f(z) sous la forme du produit infini. "

- 1 f“J 2SR z/ay
) = £0) T (1= et (2)

On peut généraliser cette formule en considérant le cas ou f(z) posséde des zéros en q, #* 0,

kB =1,28,...,avec pour ordres de multiplicité respectifs u,, si pour un entier N, E 1/ay est
absolument convergente alors Pl

22 2
O My
a? Nlng"l} (3)

ol G(z) désigne une fonction entiére. Le résultat est encore valable si certains a, sont des pdles,leur
ordre de multiplicité étant dans ce cas négatif.

QUELQUES PRODUITS INFINIS PARTICULIERS
. - z‘l r 22 % Z‘Z \\
1. sinz = Z%l—jljl—w}' = ZH<1_W/‘

Ed

fe) = foe [T (1-Z)e

k=1

z
i+

S

‘\

_J_ ..._”<_422\

2. cosz = 1 }1 */2)2 - }]:[1 1 2k~ 1)*=*,
3. shz = 1+ hl+ : = H<1+§—2>
k=1 T

. el 22 A 42

tochz = {”(/2)’ A ‘/2>} c = (e

LA FONCTION GAMMA

Nous définissons la fonction gamma pour Re{z}> 0 par

f t=letdt (4)
0
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On en déduit (voir le probléme 11) la formule de récurrence

T(z+1) = zT(?) ou TMy=1 (5)
Si z est un entier positif (5) devient )
Tn+1) = nnr-1)---1) = n! (6)

ce qui montre que la fonction gamma est une généralisation de la factorielle, Pour cette raison
la fonction gamma est aussi appelée fonction factorielle et est notée z ! plutot que I'(z + 1), on pose

alors 0! =1
On déduit aussi de (5) que si z est réel et positif I'(z) peut étre déterminé par la seule con-
naissance des valeurs de I'(z) pouwr 0 < 2 < 1.8i z = —;—, on a [probléeme 14]
() =V (7)

Pour Re{z{ < 0 la définition (4) n’est plus valable car l'intégrale diverge. Toutefois par pro-
longement analytique on peut définir I'(z) dans le demi-plan de gauche. On utilise pour cela Ia re-
lation (5) [voir probléme 15). En z = 0,—1,—2,..., I'(2) a des pdles simples [voir probleme 16].

PROPRIETES DE LA FONCTION GAMMA

On a rassemblé dans la liste suivante quelques propriétés importantes de la fonction gamma.
Les deux premiéres peuvent étre prises comme définition et on peut en déduire les autres,

L 1:2:83- -k .
L. fetl) = Ime ey ern . = fimiEh
ou Il(z, k) est quelquefois appelée la fonction Il de Gauss.
1 _ . T 2T
2. g = et [{1eE e
N P 1 _ ,
ou y = lim 11 + ) + 3 + o+ 5 log p p=0,5772157. .. est la constante d’Euler.
3. _ _ =
T(2) T(1—2) s
En particulier si 2=14%, I'(}) = V=
4 2%710(z) T(z+4) = V7I(22)

Cette formule est parfois appelée la formule de duplication pour la fonction gamma.

5 m=1,23,...,

/ 1 2N/ m_—_1> = 1 —ma (m—1)/2

r(z)er+%>r<z+m r(e+™) = e T(m2)

La propriété (4) en est un cas particulier pour m = 2.

) <1_1\ 1 1 > /l__i_>
6. T(z) v 1 2/ + <2 z+1 + +\n z2+n—1 +

vy = [ etlogtdt= -
7. ) o & ! Plan de la variable ¢
8. rzy = ;f le—tdt

eZmz . 1 ¢ B -— A
D x

ou C est le contour de la figure 10.5. C’est un pro- \\L/E —> F
longement analytique au demi-plan de gauche de la

fonction gamma définie dans (4), Fig. 10-5
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9. On peut donner une autre expression de I'(2) a l’aide du méme contour C [Fig. 10-5]

r(z) = #f(—t)z~le—rdt = L heat

2 sinrz 271

LA FONCTION BETA
On définit la fonction beta pour Re {m}> 0, Re{n}> 0, par

B(m,n) = f (1 —t)ntdt (8)

0
Comme on le voit au probleme 20 cette fonction est liée a la fonction gamma par
T(m) T(n)
T ) (9)
T(m+mn)
De nombreuses intégrales peuvent étre exprimées au moyen de la fonction beta et donc de
la fonction gamma, On a les deux résultats intéressants suivants

B(m,n)

/2

T 2m—1 6 2n—1 A — 1 — I‘(7n) r(n)
jO‘ sin €os 6 dg : B(m,n) ST +n) (10)
dt = B(p,1- = T(p)T(l— = i
= (0 1-7) = IOTU-p) = (1)

le premier étant valable pour Re {m} > 0 et Re {n} > 0 <t le second pour 0 < Re {p} < 1.

Pour Re {m} < 0 et Re{n} < 0 on peut étendre la définition 8 par prolongement analytique.

EQUATIONS DIFFERENTIELLES
Considérons I’équation différentielle linéaire
Y’ + p() Y + gr)Y = 0 (12)

Si p(z) et g(z) sont analytiques en a, alors g est appelé point ordinaire de 'équation différentielle.
Les points pour lesquels p(z) ou ¢(z) ou toutes les deux, ne sont pas analytiques, sont appelés
points singuliers de I’équation différentielle.

Exemple 1 : Pour Y -+:Y"+ (:2—4)Y = (, tout point est ordinaire.

Exemple 2 : Pour (1—22)Y" —22Y'+6Y = 0 ou Y'/—-—2£—Y’ + 6 Y = 0, z==*1 sont des points
p

1-—22 1—22

singuliers ; tous les autres sont ordinaires,

Si z = a est un point singulier, mais si (z — @) p(z) et (z —a)? g(z) sont analytiques enz = g,
alors z = a est appelé un point singulier régulier. Si z = a est ni un point singulier ni un point sin-
gulier régulier on dit que c’est un point singulier irrégulier.

[ 2z 22
=) Tk ¢

(z—1)2\/%> = 6161z sont analytiques en z = 1. De méme z = — 1 est aussi un point sin-
W1 —z= z

Exemple 3 : Dans ’exemple 2, z = 1 est un point singulier régulier car  (z—1)

gulier.

Exemple 4 : 23Y" + (1 - 2) Y —2Y = 0 a:z = 0 pour point singulier. Comme z<1z—3z>: 1;z et
2 o,
22 <— 2—23> = —7 ne sont pas analytiques en z = 0, le point z = O est un point singulier irrégulier.
Si Y, (2) et Y,(z) sont deux solutions de (12) dont le rapport n’est pas constant nous disons que
ces solutions sont linéairement indépendantes. Dans un tel cas si A et B sont deux constantes arbitraires
ia solution générale de (12) est

Y = AY, + BY: (13)



270  Variables complexes

Les théorémes suivants sont fondamentaux

Théoréme 1. Si z = a est un point ordinaire de (12), il existe deux solutions linéairement indé-
pendantes de (12) qui se mettent sous la forme

20 ax(z — a)* (14)

ou les constantes g, sont déterminées par substitution dans (12). Pour ce faire il faudra dévelop-
per p(2) et ¢g(z) en séries de puissances de (2 — a). Dans la pratique on remplacera (z — a) par
une nouvelle variable.

La solution (14) converge dans un cercle centré en z = a et s’étendant jusqu’a la singularité
la plus proche, de I’équation différentielle.

Exemple 5 : L’équation (1 — Y - 27 +6Yy =0 [voir exemple 2] posséde une solution de la forme
Ta,z* qui converge dans le cercle |z| = 1.

Théoréme 2. Si z = a est un point singulier régulier, il existe au moins une solution de la
forme

(2~ a)° ;:30 a2 — a)F (15)

ol ¢ est une constante. Par substitution dans (12) et en égalant a zéro les puissances les plus basses
de (z — a) on obtient une équation du second degré pour ¢ (appelée équation déterminante). Si

c, et ¢, sont les solutions de cette équation on peut avoir I'un ou l'autre des cas suivants.
1. ¢, — ¢, non entier. Dans ce cas il existe deux solutions linéairement indépendantes de la
forme (15).

2. ¢, = ¢,. Dans ce cas 'une des solutions est de la forme (15), l'autre solution linéairement
indépendante est de la forme .
Log(z — a) kzo br(z — a)F e (16)

3. ¢, — c, entier # 0. Dans ce cas il y a ou bien une solution de la forme (15) ou deux
solutions linéairement indépendantes de cette forme. S’il n’y a qu’une seule solution de
la forme (15) 'autre est de la forme (16).

Toutes les solutions obtenues convergent dans un cercle centré en a et s’étendant jusqu’a la
singularité la plus proche de P’équation différentielle.

SOLUTIONS DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES SOUS FORME INTEGRALE

On doit quelquefois chercher une solution d’une équation différentielle linéaire sous la forme

Y(z) = § K(z,t) G(t) dt (17)
C
ol K(z,t) est appelé le noyau. On utilise quelquefois K(z, t) = e%, soit
Y() = § est G(t) dt (18)
C

De telles solutions peuvent exister quand les coefficients de 1’équation différentielle sont des frac-
tions rationnelles (voir problémes 25 et 26).

FONCTIONS DE BESSEL

L’équation différentielle de Bessel d’ordre n est

2Y" + Y + (2-m)Y = 0 (19)
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Une solution pour n = 0 est

n 2 4
In@) = 2”1“(jz+1){1 ” 2(27j+2) + 2-4(2n+22)(2n+4) - } (20)
qui est appelée fonction de Bessel de premiére espece, d’ordre n.
Si n n’est pas un entier la solution générale de (18) est
Y = AJ.(2) + BJ-wn(2) (21)

ou A et B sont des constantes arbitraires. Cependant si n est entier J_(2) = (—1)" J (z) et (20)

ne donne plus la solution générale. On peut trouver dans ce cas la solution générale comme dans
les problémes 182 et 183,

Les fonctions de Bessel ont de nombreuses propriétés intéressantes et importantes, parmi celles-
ci, signalons les suivantes :

%

1 et/ — 2 z) i

La fonction du premier membre est souvent appelée fonction génératrice pour les fone-
tions de Bessel de premiére espece d’ordre entier,

9. 2Jn-1(2) — 20Jn(2) + 2Jn+1(2) = 0
Ce sont les formules de récurrence pour les fonctions de Bessel [voir probléme 27].

d ,
3. %{Z”Jn(z)} = 2 J.-1(2), Zl;{z‘"Jn(z)} = =2 " Ja+1(2)

4 Jau(z) = % f cos (né — zsing) de, n = entier
M i}
1 (" . sinn= (*7 ,
5- n — — — — —m:)—zsmhd:d
Jn(2) Tjo‘ cos (ng — z sin ¢) d¢ - jo’ e &
6. fo tJu(at) Ju(bt)dt = z{aJ"(bz”"("Zl__afJ”<“z)J“(bZ>}, ab
7 fo tTo(at) Jo(bt) At = azJn(bz) Jn-1(a 12 :aZ;an(az)Jn 1(bz) 0%b
8. | f tHJa(at)}2 dt = %[{L&az)}z — Ju-1(az) Jn+1(az)]
0

9. Ju(z) = %ft“”‘le‘/ﬂ”‘““ dt, wm=0,=1,=2 .

Tt ¢

ol C est une courbe fermée simple quelconque entourant ¢t = 0.

1
10. — Z" f iet (1 _ $2\n—1/2
Jo@) = TR @I, O AT ETd

- Z ’ fa27
- 1.3.5,_,(2%_1)71: cos (2 cos ¢) sin*" ¢ d¢

Une deuxiéme solution de Péquation de Bessel d’ordre entier est appelée fonction de Bessel
de seconde espéce d’ordre n ou fonction de Neumann et est donnée par

Ya(2) = Ju®)Log z —% 2 ”*k 1)'<§>2 '
) (22)
1 % l)k 2 2k +n
- 33 nnrmi(a) (G0 G
o Gy =1+g+zt o troer GO)=0.
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Si n = 0, nous avons
22 28

Yo(z) = Jo(2)Logz+ = — q(1+ Yt s
97 T 24 224262

On peut dans ces conditions écrire la solution de 1’équation (19) ou n est entier, sous la
forme

(1+3+3) — - (23)

Y = AJ.(2) + BY.(2) (24)

FONCTIONS DE LEGENDRE.
L’équation différentielle de Legendre d’ordre n est

(1—29)Y” — 22Y + nn+1)Y = 0 (25)
La solution générale de cette équation est
y - Aﬁ(l B n(nTl)z2 N n(n—2)(n4T1)(n+3) . }
2 (26)
(n— 1)(7z+2 (n 1)(n — )n+2)(n+4) 1
* B{z - 3! 5! g

Si n n’est pas entier ces séries convergent pour |z] < 1. Si n est un entier positif ou nul on obtient
des solutions polynomiales de degré n. Ces solutions sont appelées polyndomes de Legendre et sont
notées P (z), n = 0, 1, 2, 3,... Si 'on choisit ces polynémes de fagon que P,(1) = 1, on trouve
une expression de P, (z) par la formule de Rodrigues

1 -
Pu(?) = sipga@-1) (27)
d’ou Po(z) =1, Pi(2) =z, P2(2) = $(822—1), Ps(z) = $(52*— 3z2), ete.

Les polyndomes de Legendre ont de nombreuses propriétés dont nous donnons ici quelques
exemples

1. ——— = IPGP

V1-—2zt+#?

C’est la fonction génératrice des polyndomes de Legendre.

0 I S I VI nn—1)n-2)n—-38) .
2. P.(z) = zn(n!)Q{z 2(27,2_1)z + 2+4(2n —1)(2n — 8) R }
_ (t—
3. Pn a 27‘@~§2" t——Z” ! at

ou C est une courbe fermée simple yquelconque entourant le pdle t = z.

0 si m=n

1
’ -1 si m=mn

2n+1
[Voir problémes 30 et 31]

P,(z) = —1 f [z + V22 —1cos¢]" do
= Jy
[Voir probleme 34, chapitre 6]

6. (n+1) Pas1(2) — Cn+1)2Pu(z) + nPri(z) = 0

C’est la formule de récurrence pour les polynomes de Legendre [voir probléme 32].

’

7. @n+1) Pu(2) = Pari(2) — Pl-y(2)
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Si n est un entier positif ou nul la solution générale de I’équation de Legendre peut étre mise
sous la forme

ol @,(z) est une série convergente pour |z| < 1 déduite de (26). Si n n’est pas un entier positif
il existe deux séries solutions convergentes pour |z| < 1 obtenues par (26). Ces solutions de 1’é-
quation de Legendre sont appelées fonctions de Legendre ; elles ont des propriétés analogues a
celles des polyndomes de Legendre.

LA FONCTION HYPERGEOMETRIQUE

La fonction définie par
b, aleF OO+,

Flabyez) = 143772 + 1-2+¢(c+1)

est appelée fonction hypergéométrique et est solution de I’équation différentielle de Gauss ou équa-
tion hypergéométrique

2(l—=2)Y” + {e—~(a+b+1)2}Y — abY = 0 (30)
La série (29) est absolument convergente pour |z| < 1 et divergente pour |z| > 1. Pour |z| = 1 elle
converge absolument si Re{¢ —a¢ — b} > 0

Silzl <1etRe{c}> Re{b}> 0, nous avons

(29)

. _ T(c) g f\e—b—1(1 _ s\ —a p
Fla,bse;z) = Hmfﬂ (1= 8)e=b=1 (1 — tz) o dt (31)

Pour |z|] > 1 la fonction peut étre définie par prolongement analytique.

LA FONCTION ZETA

La fonction zeta étudiée de facon approfondie par Riemann en relation avec la théorie des
nombres, est définie pour Re{z} > 1 par

3 1 1 1 > 1
() = P+§+§;+"‘ = kZIF (32)

On peut en étendre la définition a d’autres valeurs de z par prolongement analytique. Cette exten-
sion de la définition de ¢ (2) posséde la propriété intéressante suivante

{l—2) = 217227 7(2) cos (v2/2) (2) (33)
Cette fonction posséde également les propriétés intéressantes suivantes
1. qr) = i a Re{z} > 0
) TZ) v, e +1

2. La seule singularité de {(z) est un pdle simple en z = 1 avec 1 pour résidu.

3. SiB,,k=1,2,3,..., est le coefficient de 22*¥ dans le développement
1 1) — _ ~ Bz
lzcotg(iz) = 1 kzl BT
alors (2k) = W k=1,23,...
On a par exemple B, = 1/6, B, = 1/30,..., d’ou {(2) = 72/6, {(4) = w*/90,.. . Les

B, sont appelés nombres de Bernoulli. Pour une autre définition des nombres de Bernoulli, voir
probléeme 163 page 171.
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O (L (e

¢
ou le produit est étendu a l’ensemble de tous les nombres premiers p.

Riemann a conjecturé que tous les zéros de {(z) sont situés sur la droite Re {z} =

N|=

2
ceci n’a jamais été démontré ni infirmé. Toutefois Hardy a montré qu’il existe une infinité de
zéros sur cette droite

DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES

o i 3]
Une serie G+ —+ =+ - =
z z

Uy
7
=0 %

(34)

est appelée développement asymptotique pour une fonction F(z) si pour tout entier positif M,

lim 2™ {F(z) - f “—} = 0 (35)

o =

Dans un tel cas on écrit © 4
Foy ~ 30 (36)

Les développements asymptotiques et les formules les utilisant sont trés utiles dans 1’éva-
luation de fonctions pour de grandes valeurs de la variable, ce qui sans cela pourrait étre diffi-
cile. Dans la pratique un développement asymptotique peut diverger. Toutefois en prenant un
nombre convenable de termes on peut obtenir une bonne approximation de F(z). On peut faire
diverses opérations avec des développements asymptotiques. Par exemple on peut les additionner,
les multiplier, les intégrer terme a terme pour obtenir d’autres développements asymptotigues.
Toutefois, la dérivation n’est pas toujours possible., Pour un ordre donné un développement asymp-
totique, s’il existe, est unique,

LA METHODE DU COL

Supposons que 'on puisse exprimer I(z) sous la forme
1) = [ eroa 87)
(s)

ou C est un contour du plan des t. F(t) étant complexe nous pouvons supposer z réel. La mé-
thode du col permet de trouver un développement asymptotique de (37) valable pour de grandes
valeurs de 2. Quand on peut appliquer cette méthode on passe par les étapes suivantes,

1. On détermine les points pour lesquels F'(t) = 0. Ces points sont appelés des cols d’otu le
nom de la méthode. Nous supposerons qu’il n’existe qu’un seul col noté t,. On peut
étendre les raisonnements au cas ou il y aurait plusieurs cols.

2. On suppose F(t) analytique dans le voisinage de t,, on a donc un développement de Taylor

F(t) = F(t) + F'N(to)z(t!—to)Z b = F(t) — w (38)

Dans ces conditions on déforme le contour de maniére a le faire passer par le col ¢, et qu
Re {F(t)} soit maximum en ¢, cependant que Im {F(¢)}puisse étre considéré comme égal a
la constante Im {F(ty)} dans le voisinage de t,. Dans ces conditions la variable u définie
par (38) est réelle et ’on obtient avec un haut degré d’approximation

I5) = e f " e <g§> du (39)

—o0
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ou de (38) on peut tirer by, b,,... tels que
at = b+ bt + baw® + --- (40)
du

3. En substituant (40) dans (39) et en effectuant les intégrations on obtient le développement
asymptotique cherché

_ zz’o 1 b2 ,1‘31)4 1-3: be
1) \/:e””{b”‘Z? Toee o 22*+“'} (41)

Dans beaucoup de cas le premier terme seul suffit et 'on trouve

—2x
I(Z) ~ ~F”( ) er Ftp (42)

On connaft d’autres méthodes analogues a celle-ci, par exemple la méthode de Laplace, la mé-
thode de la phase stationnaire.

DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES PARTICULIERS

1. La fonction gamma

1 1 139
T 1 ~ 2 z\ — v ,
(z+1) Venz 27 e 1 + + 5882 518407 + } (43)

qui est quelquefois appelée développement asyrnptotique de Stirling pour la fonction gamma. il
est valable pour de grandes valeurs de |z| telles que — 7 < arg z < 7.

Si n est réel et grand nous avons

T(n+1) = V2znn"e " et o 0<a<1 (44)
en particulier si n est un entier positif nous avons
n! ~ 2mmwure (45)

appelée formule de Stirling pour n !

2. Fonctions de Bessel

- NZ @ s i) Q@G- b=l (6)

ol
P = i (—1)" [4n® — 12] [An® —3%] - - - [4n® — (4k —1)?
= (2F) 1 25k 2% 47)
4
2 (—1)¢[4n®—12) [4n>— 3% - - - [4n? — (4k — 3)?]
Q(z) - Z (2]\; _ 1) ! 26k‘3 zzk—l
Ceci est valable pour de grandes valeurs de |z]| telles que — 7 < arg z < 7.
3. La fonction d’erreur B L . (k= 3)
erf (z) = f e-tdt ~ 1 + %6 . E (—1)* (zzk2 (48)

T k=1

Ce résultat est valable pour de grandes valeurs de |z| telles que —7/2 < arg z < w/2. Pour
7/2 < arg z < 3mw/2 le résultat est valable a condition de remplacer z par — 2 dans le second
membre.

4. L’exponentielle intégrale

Ei(z) = ‘fx(%rdt ~ e‘ZE(_

& pktl : (49)

Ce résultat est valable pour de grandes valeurs de [z telles que —7 < arg z < 7.
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FONCTIONS ELLIPTIQUES

L’intégrale . J
e = | ‘ k<1 (50)
V- BB

est appelée intégrale elliptique de premiére espéce. Cette intégrale existe si w est réel et tel que
lw| < 1. On peut par prolongement analytique étendre ceci a d’autres valeurs de w. Si 'on
pose t = sin ¢ et w = sin ¢ l'intégrale (50) prend la forme équivalente

&
o V1 — k%sin%4
ol ’on écrit souvent ¢ = am z.

Si k = 0, (50) devient z = arcsin w ou de fagon équivalente w = sin z. Par analogie on note
intégrale de (50) pour k # 0 par sn—! (w ; k) ou sn~! w quand % est fixé une fois pour toutes.

D’ou
zZ = sntw = f dt (52)
(] (1 —22)(1 — k2t3)

Ceci conduit 5 la fonction w = sn z appelée fonction elliptique ou fonction elliptique de Jacobi.

Par analogie avec les fonctions trigonométriques habituelles on est amené a définir d’autres
fonctions elliptiques

enz = /1 — sn?z, dnz = /1 — K sn2z (53)
On utilise aussi quelquefois la fonction tn z = (sn 2)/(cn 2).
' Laliste suivante contient quelques propriétés de ces fonctions.
1. sn(0) =0, en(0) =1, dn(0) =1, sn(—2) = —snz, cn(—2) =cnz, dn(—%) = dnz

d d
2. s-snz = zdnz, — = — el — _ ]2
P cnzdngz, dzcnz snzdnz, iz dn z k*snzenz

3. snz = sin(amz), cnz = cos(amz)

z
4. sn (e +2) = sn 1cnz2dnz§ +2cnz1 dnz; snzs
1 — k?sn?zisn?z
cnzienzs — Snzisnz: dnz; dnzs

cn(z1+2:) = 1 — K®sn?z;sn%2 %)

dnz:idnzs — k?snzisnz:cnzienz
dn(z1+22) = 1 e 21 22 ! 2 (56)
— sn?z: sn?zs

Ces dernieres formules sont les formules d’addition pour les fonctions elliptiques.

5. Les fonctions elliptiques possédent deux périodes, pour cette raison on les appelle parfois
fonctions doublement périodiques. Posons

K =

f‘ dt _ fﬁ/z dé s
o VA-)1 -kt  Jy /1 - k*sin?d (57)

K =

fi dt fr/z deg

o V(1—t)(1 -kt o V1 — k”sin?¢ (58)

ou k et k' appelés respectivement le module et le module complémentaire sont tels que %’ =/ 1~ EZ.
Les périodes de sn z sont dans ces conditions 4K et 2iK’, celles de cnz sont 1K et 2K + 2iK’ et cell
de .dn z sont 2K et 4iK'. On en déduit qu’il existe un réseau périodique de parallélogrammes [appelé
parallélogrammes des périodes] du plan complexe dans lequel les valeurs d’une fonction elliptique se
répétent.
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Les considérations exposées ci-dessus peuvent s’étendre a d’autres fonctions elliptiques. Il existe
ainsi des fonctions elliptiques de deuxiéme et troisiéme espéce définies respectivement par

W 1,242 & e
. = f /11__7055_& = f VI = W sin?g ds (59)
0 0
: dt

e a9 ,
fo 1 +nt2/A—- )1 -8 fo (1 -+ n sin?6)/1 — k* sin¢ (69)

Problemes résolus

PROLONGEMENT ANALYTIQUE

1. Soit F(z) une fonction analytique dans un ouvert con- y
nexe (R, supposons que F(z) = 0 en tous les points
d’un arc PQ intérieur a R [figure 10.6]. Montrer que
F(z) = 0 dans tout (R.

Choisissons un point quelconque, z, par exemple, sur I'axe
PQ. 1l existe dans un cercle de convergence C centré en z, [ce
cercle s’étend au moins jusqu’a la frontiere de & ol une singu-
larité peut exister] dans lequel F(z) posséde un développement
de Taylor de la forme

Fz) = Flz) + F'(zg)z—2) + F"(20)(z ~ 20)* + -+~
e
Mais par hypothese Fi(z,) = F'(zg) = F''(2¢) = -+ = 0. 0n a
donc F(z) = 0 dans (.
En choisissant un autre arc dans C on peut refaire le méme Fig.10-6
raisonnement ; de cette fagon on peut montrer que F(z) = 0 .
dans ® .

2. En supposant identité sin? z + cos? z = 1 vérifiée pour des valeurs réelles de z montrer
qu’elle 'est également pour toutes les valeurs complexes.
On pose F(z) = sin? z + cos? z — | et 'on considére un ouvert connexe & du plan des z, contenant
une portion de I'axe des x [figure 10-7].

Les fonctions sin z et cos z étant analytiques dans & , on en déduit que F(z) est analytique dans & .
De plus F(z) = 0 sur I'axe réel, D’apres le probléme 1, F(z) = O identiquement dans ®& ce qui montre
que sin? z + cos? z = 1 pour tout z de & . Comme & est arbitraire on obtient ainsi le résultat cherché.

Cette méthode est utile pour étendre aux valeurs complexes certains résultats vrais pour des valeurs
réelles.

Fig. 10-7 Fig.10-8

3. Soit F, (z) et F,(2) deux fonctions analytiques dans un ouvert connexe (R [figure 10-8],
supposons que sur un arc PQ de R, F,(z) = F,(z). Montrer que F (z) = F,(2) dans (R.

C’est une conséquence du probléme 1 comme on le voit en posant F(z) = F {z) — F,(2).



278  Variables complexes

4.

Soit F (z) une fonction analytique dans un ouvert connexe R, [figure 10-9] et sur la fron-
tiére JKLM. Supposons que nous puissions trouver une fonction F,(z2) analytique dans un ou-
vert connexe (R, et sur la frontiére JKLM, telle que F,(z) = F,(z) sur JKLM. Montrer que
la fonction

Py = {Fl (2) pour z dans R,
9 = F3(z) pour z dans R,
est analytique dans R, U R, .

Fig.10-9

Méthode 1.

C’est une conséquence du probléme 3 car il ne peut y avoir qu’une seule fonction F,(z) dans & , véri-
fiant les conditions imposées.

Méthode 2, i l'aide des formules intégrales de Cauchy.

Tragons la courbe fermée simple SLTKS (en pointillé dans la figure 10-9) et considérons un point inté-
rieur quelcongue a, D’aprés la formule intégrale de Cauchy (car F,(z) est analytique a lintérieur de LTKL
et sur LTKL et d’autre part Fy(z) = F(z) sur LTK)

Fy(a) = _}— § Mdz — _1_ F(z) de + 1 f F(z) de

27 2= a 2t z2—a 271 z—a
LTKL LTK

Nous avons également d’aprés le théoréme de Cauchy (car F(z)/(z — a) est analytique dans et sur KSLK
et de plus F(z) = F(z) sur KSL)

0 = ——1— § £ G dz = ——1——f Fla) dz + L f F) dz
271 2 —a 2mi z—a 271 z—a
KSL LK

KSLK

Par addition, & l'aide de F(z) = F(z) = F,(z) sur LK et en remarquant que les intégrales sur LK et KL
s'annulent et que F(a) = F,(a)

_ 1 F(2)
Fo = gp § e
LTKSL
De méme on trouve , Fl2)
o) - - __fiz)
o) 2mi § e—ayi %
LTKSL

F(z) est donc analytique en a. Mais ¢ peut étre choisi en un point quelconque de & , il suffit pour cela de
modifier convenablement le contour d’intégration ; on en déduit que F(z) est analytique dans « .

Méthode 3, i 1’aide du théoréme de Morera.

On a avec les notations de la figure 10-9

F(z)dz = fF(z)dz -+ fF(z)dz + fF(z)dz + f F(2)dz
KSLTK KSL LK KL LTK
= § F,(z) dz + § Fo(x)dz = 0
KSLK KLTK

d’aprés le théoréme de Cauchy. L’intégrale considérée prise le long de tout contour fermé simple de & est
donc nulle et F(z) d’aprés le théoréme de Morera est donc analytique.

La fonction F,(z) est un prolongement analytique de F(z2).
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5. (a) Montrer que la fonction définie par F (2) = 2z — 22 + 23 — 2% + ... est analytique dans
I'ouvert |z| < 1. (b) Trouver une fonction représentant tous les prolongements analytiques
possibles de F,(z).

(a) Par le critére de d’Alembert la série considérée converge pour |z| < 1. La série considérée représente donc
une fonction analytique dans ce domaine,

(b) Pour Jz] < 1, la somme de la série est F,(z) = z/(1 + z). Mais cette fonction est analytique en tout
point, sauf z = — 1. Comme F,(z) = F(z) & l'intérieur de [z| = 1, F,(2) est la fonction cherchée.

6. (a) Montrer que la fonction définie par #1(z) = f t3e~*dt est analytique en tout point
0

z tel que Re{z} > 0. (b) Trouver une fonction qui soit le prolongement analytique de F (2)
dans le demi-plan de gauche Re {z} < 0.

(a) En intégrant par parties on obtient

0 M
f Be~2tdt = lim ‘ t3e~ 2t dt
0

M—=w Jy

< (=) - () + (=) - o)

o 6  MBe~M: 3M2e~Mz gMe—i: g e'“zl
=  lim< - — - - ~
z4 z 22 23 2t J

6 .
= 4 si Re{z} >0

(b) Pour Re{z}> 0, l'intégrale considérée a pour valeur F,(z) = 6/z% Mais cette fonction est analytique
en tout point z # 0. De F,(z) = F,(z) pour Re {z} >0 on déduit que Fy(z) = 6/z* est le prolonge-
ment analytique cherché.

PRINCIPE DE SYMETRIE DE SCHWARZ

7. Démontrer le principe de symétrie de Schwarz (voir page 266).
Les notations sont celles de la figure 10-4 page 266. Sur l'axe 1éel [y = 0] on aF'y(2) = Fy(x) = F| (&) = F, (3).
Dans ces conditions d’aprés le probléeme 3 il suffit de prouver que F,(z) = F,(z) est analytique dans &7,.

Soit F(z) = U (x, y) + i ¥, (x, y). Cette fonction étant analytique dans ® [i.e. y > 0], on a d’apres
les conditions de Cauchy-Riemann
v, AV, av, U,
IR T Ty @)
ces dérivées partielles étant continues.

De plus F1(2) = Fi(e—iy) = Us(w,—y) + i Vi(z,—y), etdonc F1 () = Uy(x,—y) — iV, (x,—y).
Si ceci doit étre analytique dans ® , on doit avoir pour y >0

Uy a(=Vy) =V _ ol @)
de T a(—y) 7 F R TET)
. =V oV 3=V av aU oU
Ces équations sont équivalentes a (I) car ;(Tl) = 3—1, (—1) = ——f et L — _Z7!' Onen dé
duit le résultat cherché, y) ¥ oz 9x é(—y) Yy

PRODUITS INFINIS

8. Montrer qu’une condition nécessaire et suffisante pour que H (1 + |ws
est que Z |w,| converge. -

=

) soit convergent

Condition suffisante. Si x > 0 alors 1 + x < ¢ et donc

n
Py o= TL@Hlm) = (U hod@ ) (L) 5 bl ol o gl e
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p
< . . ’
Si > 'wy' converge on en déduit que P, est une suite monotone croissante et bornée, donc convergente ;
k=1

dans ces conditions H1(1 + |w]) converge.
k=

n
Condition nécessaire. On pose S, = I |wy, on a
=]

P, = (1+|w)A+]jws)---1+ 1w, = 1+ lwy + wg) + -0 + |w,] = 148, = 1

Si im P, existe, ie. le produit infini converge, on en déduit que S, est une suite monotone croissante et

N-—>oo

-
bornée, elle est donc convergente, i.e. kE 'wy| converge.
=1

22

9. Montrer que ﬁ <1 ~70—2> converge
k=1

22 212

On pose w, = - On a alors [wy| = 77 et 2lw] = 223

1 s
72 converge. Dans ces conditions
d’aprés le probléme 8 le produit infini considéré est absolument convergent, donc convergent.

) 22 22 22 o 22
10. Montrer gque sinz = z<1—:2><1—r_.2><1—@>-" = zkI;I<1_k2—7r2>'

1
D’apres le probleme 35, chapitre 7, page 192, on a

2 1 . 2z
f éotgt - —> dt = Log sin ¢
0 ¢ t o

i
PIIT[\Az;
=
o
aq
TN
-
|
e
o) 2
91 Ve
[\
g
It
o
]
s
TN
—
[
15
N~

On a donc sinz = zkli[1<1 ——kg—i2>
LA FONCTION GAMMA

11. Montrer que I'(z + 1) = z['(z) a partir de la définition (4), page 267.
En intégrant par parties on obtient si Re{z}> 0

% WM
Mz+1) = f te-tdt = lim j tz ot qdt
0 M=o J,
e M WM 1
= 1i t)(— et — j —1)(— eg—t
Jm @] = ey ary
= z; f-le=tdt = 27T(z)
Yo

12. Montrer que I'(m) = 2f xm=te=a*dx, m > 0.
0

Posons t = x2, on a

r(m) = f tm—le—tdt = f (xym—le—2*2xdx = 2f x2m=1 e~ dy
0 0

0
Le résultat est encore valable pour Re {m} > 0.



13.

14.

1s.

16.
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m
sinwz’

Nous démontrerons d’abord cette formule pour des valeurs réelles de z telles que 0 < z < 1. Ensuite par
prolongement analytique nous pourrons étendre le résultat a d’autres valeurs de z.

Montrer que I(z)I(l1—2z) =

D’aprés le probléme 12 nous avons pour 0 < m < 1,

Tom)rl—m) = fZI - gim—le—x dx} {ZJ yl—2me—u? dy}
LYo 0

sl Ve
= 4 j ‘ p2m—1 yl*Zm e~ @2+ y2) dy
Y00

ce qui devient aprés passage en coordonnées polaires x = r cos 8, y = r sin 4

/2
4’ j tg? Ty re- ) dr ds = 2J tgl~2mg ds = ———
0

Jo=o Yr=o sin mx

en utilisant le probléme 20, page 185 avec x = tg2 f et p = 1 — m.

Montrer que T(3)} = 2f e~du = 1/~

on obtient

» b 1
D7apres le probléme 12, en posant m = EY

{rgn? = = ou r) = V=
car I’ (—;) > 0. On en déduit le résultat demandé,

Autre méthode. De méme que dans le probleme 13,

N2 o= {2J e—xzde\fQJ' e‘yzdy}
0 L
o 20 ] N 2/ 2 3
4J J e~ dp dy = 4} j e~rdrds = &
0o Yo 9=0 Y r=0

P,
—
~2
e
=z
=

dod ) = Ve

Montrer par prolongement analytique que I' (- %) = — 2,/T.

Si Re{z}> 0, I'(z) est défini par (4) page 267, mais cette définition ne peut étre utilisée pour Re {z} <
Toutefois on peut utiliser la formule de récurrence I'(z + 1) = zI'(z), valable pour Revz; > 0, pour etendre
la définition aux valeurs de z telles que Re{z} < 0, i.e. pour obtenir un prolongement analytique dans le
demi-plan de gauche.

En posant z = — % dans Iz +1) = 21(z), on trouveI'(4) = — LI~ L) ou r(—4) = —2V7 a laide du
probléme 14,

T(z+n+1)
2+ 1)(z+2) - (2+n)
(b) Utiliser (a) pour montrer que I'(z) est une fonction analytique dans le plan complexe
excepté en des pdles simples situés dans le demi-plan de gauche en 2 = 0,—1,— 2, —3,...

(@) Montrer que I(z) =

(@) NousavonsI'(z+ 1) =zT(z), I'(z+2) = (z+ 1) I'(z+1) = (z+1z2T(2), I'(z+3) = (z+2)T(z+2) =
(z+2)(z+1)z1I'(z) et, en géneéral, I'(z+n-+1) = z+nz+n—1)(z+2)(z+1)2T(z) d’ou
Pon déduit le résultat demandé.

() Nous savons que ['(z) est analytique pour Re {z} > 0 d’aprés la définition (4) page 267. Il est alors
évident d’aprés (a) que I'(z) est analytique pour Re{z}z — n sauf aux pélesz =0, -1, — 2,...,—n
Comme ceci est vrai quel que soit I'entier n on en déduit le résultat demandé,
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17. Utiliser le théoréme de Weierstrass pour les produits infinis [équation (2), page 267] pour
obtenir une expression de la fonction gamma sous forme de produit infini [propriété 2,

page 268].
Soit f(z) = 1/I'(z + 1). La fonction f(z) est partout analytique et posséde des zéros simples en
z=—1,—-2 —3.... Daprés le théoreme de Weierstrass on a
1 . = 2\
Lt e 2N -k
T+ D) e kI;I1<1+A-//e ;

Pour déterminer f'(0) remplagons z par 1. Alors de I'(2) = 1 on tire

, hd 1
— f1(0) = —1/k
L= k1=11<”k>e

o) T T 1y
= O gim T (147 eME

|
Mo k=1 /

En passant aux logarithmes ceci devient

' ool 1 1 1 1 1\ 1
ro = A}T‘w{1+2+3+ o Log[<1*1><1+2> <1+M>}
: 11 1
- »}‘L“w{l Tty +M—Logﬂl} = v

ol v est la constante d’Euler. Le résultat demandé s’obtient alors en tenant compte de ['(z + 1) =z T'(2).

LA FONCTION BETA
18. Montrer que B(m, n) = B(n, m).

En posant t = 1 — u on obtient

1 1
B(m,n) = f tm=1(1 —f)n—ldt = f (l—wym—lyn=1dy = B(n,m)
0 0

T2 w/2
19. Montrer que B(m,n) = 2f sin? =10 cos 19 df = Zf cos?™~14 sin?" 14 d4.
4]

Posons ¢ = sin?6. 11 vient

B(m,n) = 1 pm—1(1 — g)n—t o
7, , ( t) dt = f (sin2 g)m =1 (cos2 6)"~1 2 sin 6 cos ¢ dg
0
/2 T/2
= 2f sin®m=1g cos2n~lg dg = 2 I cos2m—1g gin2n—14 Jg
d’aprés le probléme 18. 0 Yo

1
20. Montrer que B(m,n) = f gn- (L=t tdt = T(m) T(n) .
0 T(m + n)

D’aprés le probléme 12 on a par passage en coordonnées polaires

T(m) T(n) = {2 j xim—le—x? dx} {ZJ y2n—1e—w2 dy}
Vo 0

oo a0
4j f p2m—1 y2n—l e~ (x2+y2) (Jp dy
0 0

w/2 @
4 f f (cos?m—1g sin2n—1g)(r2mt2n—1¢-1%) dr dg
o=0 Yr=0

/2 k)
{ZI cos?m~1¢ sin2"~1¢ da} {J r2mtn) =1 g=r2 dr}
0

0
= B@m,n)T(m+ n)

ol nous avons utilisé le probléme 19 et le probléme 12 avec r 4 la place de ¢t et m + n a la place de m. On en
déduit le résultat demandé,
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21. Calculer (a) jo‘z V@2 —x)dz, (b) fm Vitg 4dd.

(2) En posant x = 2r l’intégrale devient

1 11
f Vatd =t 2dt = 4[ tv2(l—gyr2edt = 4B(3/2,58/2)
0 <o
— 4 rE2)rER) _ 4dVA)GVE) | &
T(3) 2 T2
w2 r/2
») f Vitg 6de = j sint/2g cos 129 ds = 1B, 1
o 0
— 17y = 1_ 7 :_\/é
S U L ey iy 2
a laide des problémes 13, 19 et 20.
! 64 [2
22. Montrer que j yE(16—y)2dy = ﬁ\/i{l’(i)}z-
0 T
En posant ¢? = 16¢, ie. y = 4tV2, dy = 2t-1/2dt, [lintégrale devient
1 "1
f (8t3/43{4(1 — HU2}{2t-1/2dt) = 64] e (1 — t)1/2dt
0 0
5) (3 1 17
— 64BGY = 64 I‘(41)JI‘(2) _ 64(4)-1’(?;%) (g) ()
P(4) i'IF(E)
_ 128Vr 0} 128V7 {r(}))? = B4 2.1
= TEHotm - A@ @ - m\ oy

en utilisant le fait que I'(})T(2) = #/[sin (z/4)] = V2 [probléme 13].

EQUATIONS DIFFERENTIELLES
Déterminer les points singuliers de chacune des équations différentielles suivantes, préciser
dans chaque cas s’ils sont réguliers ou irréguliers.

2 2
(@) 22Y" +2Y' + (:2—nd)Y = 0 ou Y” +%Y’ + <z_27n_> Y = o.

23.

2 2
z = 0 est un point singulier. Puisque z(1/z) = 1 et 22 (z z2n> = 22— 5?2 sont analytiques en z = 0,
ce point est un point singulier régulier,
(B) (e—IAY" +2:—1PY' +Y = 0 ou Y'+——¥V+—~—2_y =
z—1 (z—1)4
= 2 est analytique mais (z —1)2 1 = 1 ne lest
(=1t  (z—1)2

Au point singulier z =1, (z—1) <zE1>
pas ; z = 1 est donc un point singulier irrégulier.

1 1
v ' —
* 22(1—2)Y zz(l—z)Y 0.
Au point singulier z=0, =z 1 S et 22 -1 | = =L e sont pas analy-
P & IR P ) Gy g T g P

tiques ; z = 0 est donc un point singulier irrégulier,

_2—21 et (z—1)2 {z2(1—i z)} = 2;1 sont toutes deux

() 21—2)Y" +Y' —Y = 0 ou

L L 1)
Au point singulier z =1, (z—1) {22(1 — z)f =
analytiques ; z = 1 est donc un point singulier régulier.
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24.

Trouver la solution générale de ’équation de Bessel
27" + Y’ + (zz_n2)Y = 0 ou n =0, x1, 2, ...
Le point z = 0 est un point singulier régulier. On peut donc trouver une série solution de la forme
Yy = 3 a2kt o e, =0pourk = -1,-2,-3,.... Par dérivation en omettant les limites de

la sommation on obtient

Y = Z2(k+ gkt Y”" = S(k+ce)k+c—1azktc—2
d’ol1 'on tire 2Y" = ZSkte)k+c—1)a ke
Y = 3S(k+c)azkte
(2—n2)Y = Sagaktct2 — Ip2q ktc
= Sap_gaktc — In2ay ke
soit par addition 22Y" + 2¥’ + (2—n2)Y = Z{{(k+tec)2—n?a, + a_gt2ktc = 0
et 'on a donc [(k+e)2—n?ae + agy = 0 1)

Si k=0, (c? — n?)ag= 0 ;etsiagy, # 0 on obtient I’équation déterminante ¢? — n? = 0 qui a pour ra
cines ¢ = £ n,
Cas1l:c=n

Daprés (1), [(k+n)2—n?lay +a,_p = 0 ou k@rtkla +ax_y = 0.

S _ _— _ @ — _ — _ ™
Si ka—l, (11—0. Si k=2, as, = '—m Si k=3, CL3—O. Slk“'4, ay = 4(27L+4)_
0 , ete. On a donc :
2-42n + 2)(2n + )
2 4
Y = Sagekte = gndl — —F 4 d — e
Cas2:c=—n °© ° { 22n+2) | 2-4@n+2@n+4) @)
Le résultat obtenu est
22 4
Y = —ndl - —= 2 -
%o% { 22—2m) | 2ei@EntDEn T ) } @
que Pon peut déduire formellement du cas 1 en remplagant n par — n.
La solution générale pour n # 0, = 1, £ 2,... est donnée par
Y Az 1 2y 2
= z —_ —_— « .8
2(2n + 2) 2+4(2n+ 2)(2n + 4)
22 24
+ Bz—n 1 - — —_— e
i { 2@—2m) T 2+ 4(2 — 2n)(4 — 2n) } “

Sin=20,=% 1, £ 2 on nobtient pas de nouvelle solution, Pour trouver dans ce cas la solution générale nous
devons procéder comme dans les problémes 175 et 176.

La singularité la plus proche de zéro étant a I’infini, les solutions convergeront quel que soit z. Ceci peut
étre montré aisément par le .critére de d’Alembert.

SOLUTIONS D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES SOUS FORME INTEGRALE

25.

(@) Chercher une solution de 1’équation zY" + (2n + 1) Y + zY = 0 sous la forme

Y = f e*G(t)dt. (b) En posant ¥ = 2*U et en choisissant convenablement la constante
. c '

r trouver une solution de 22U + zU' + (22 — n?)U = 0.

@s Y = ff et G(t) dt, on en déduit Y = § tet G(t)dt, Y = § 12 o2t G(t) dt.
¢ ¢ ¢
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D’ol par intégration par parties, en supposant que C est choisi de telle fagon que les valeurs initiales et
finales soient égales [et la partie intégrée est donc nulle] on trouve

g P
Y = cf) Wt G dt = et G| — § et G(t)dt = —§ e*t G/(¢) dt
Je P c c
@n+1Y = §(2n+1)tezt G(t) dt
Yo
Y7 = § 2ot Gty dt = § (zex){t2 G(t)} dt
c c
P
= et {G{H) - <§e3f{t2 Gt} dt
P v
= —§ ext {12 G(t)}' dt
c
D’ou .
Y + Cn+ 1Y + Y = 0 = §> et [—Q(H) + @n+ Dt G(t) — {2 GE)}] dt

C
Ceci est satisfait si I'on choisit G(¢) de telle fagon que la fonction que ’on intégre soit nulle, i.e.,
(2n— 1)t

~G'(t) + Cn+EGE) - {2GH)}Y = 0 ou Gty = ﬁ—G(t)

On en déduit G(t) = A (12+1)»—% ol A4 est une constante arbitraire. Une solution est

Y = A § et (124 1)yn—1/2 g¢
C

() Si Y=2U,ona Y = 27U + rzr"1U et Y = 27U 4 2rzr 10U + r(r—1)2r—2U, dou
XY+ Cn+1)Y 4+ Y = 2T 4+ 202U+ r(r— 1)z U
+ 2n+ 127U’ + @n+ Drzr—1U + zr+1U
= U 4 [2r2 + @+ DU
+ [rr—12z""1 4+ (2n+ Drzr =1 + 2r+1U
L’équation différentielle considérée est donc équivalente a
2U" + (@r+2n+ 12U + [2+r2+ 20U = O
ce qui devient pour r = —n 220" + U’ + (2—n2)U = 0.

Une solution sous forme intégrale est donc

U = Y = Az"§62t(t?+1)"_1/2dt
C

26. Trouver la solution générale de Y'' — 3Y + 2Y = 0 par la méthode du probléme 25.
On pose Y = é; et G(tydt, Y = § text G(tydt, Y = §t2 e*t G(t) dt, d’olr
o} C C
Y’ — 3Y + 2V = <§e2t(t2—3t+2)G(t)dt = 0
v c

qui est satisfaite pour G(z) = 1/(t2 — 3¢ + 2). On a donc

ezt
= —— — _dt
Y §C 23t +2
Si I'on choisit C de fagon que le pdle simple ¢+ = 1 soit intérieur & C et que autre pdle t = 2 soit exté-
rieur & C lintégrale vaut 2mie?. Si ¢t = 2 est dans C cependant que ¢ = 1 est extérieur a C lintégrale
prend la valeur 2mie2?

La solution générale est donc Y = Ae? + Be??,
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FONCTIONS DE BESSEL
27. Montrer que z2J.-1(2) — 2nJn(2) + 2Ju-1(2) = 0.

En dérivant par rapport a t les deux membres de I'identité

]

eWz(t—~1/8) = S J.)
on obtient nETe
e¥z(t—1/t) z 1+l ) = i 2 1+_1_. J. n = S -1
5 = f = 23 =) (e tn = n;_wan(z)tn
ie., S e (z)tr + S 2 zt2 = S 2nJ.(z)tn1
n=—o0 n=-—x n= -0
D’oll I'on obtient par identification selon les puissances de ?
2d,(z) + 2,100 = 2(m+1)J,.1(2)

ce qui donne le résultat cherché en remplacant n par n — L.

Etant donné que nous avons utilisé la fonction génératrice, la démonstration précédente n’est valable que
pour les valeurs entiéres de n Le résultat est toutefois vrai pour les valeurs non entiéres de n [voir pro-
bléme 114].

1 N L
28. Montrer que J.(z) = 5 t~n—1gweti-o gt ou C est une courbe fermée simple entou-
v
rant t = 0- ¢
Nous savons que ewt—1/t0 = % J (z)tm
m=-—ow
ou t—n—1 gle(t—1/t) = i gm~n=17J_(z)
m=-—g
et § tn—lekzt=UD gt = X J(2) § tm—n—1dt 1))
o} m=—w [

D’autre part d’aprés les problémes 21 et 22, chapitre 4, page 108, nous savons que

§orra = [ S o
c 0 si m#=n

La série du premier membre de (/) se réduit donc & 2miJ,(z) d’ol 'on déduit le résultat cherché,

29. Montrer que si a = b
fz”"(at) Jubtydt = 2adn(b2)Jn(a2) = bJn(az)Ja(b2))
0

b2___a2

Y, =J,(at) et Y, = J,(bt) sont respectivement solutions des équations différentielles

1) Y +tY, + (@2—-n2)Y, = 0
(@) Y, + tY, + (b22—n?) Y, = 0
En multipliant (1) par Y,, (2) par Y, on obtient par soustraction
(Y, Y] — Y, Y,) + t(V,Y] — YY) = (B2—a)f2Y,Y,
Soit encore
d
t g (Ye Y=Y Yy + (LY - YY) = (B2—a)ty, Y,
d
ou 73 {t(Y, Y; -Y, Y;)} = (B2—adtY,Y,
Une intégration par rapport & r de 0 4 z donne
# ’ n |?
(bz—az)f tY,Yodt = tY,Y] - Y, Y,
0 0

ou puisque a # b

fz t J,(at) J,(bt) dt = #{a J, (b2) Jn(a;; -al; Iy (az) I, (b2)}
0 —_
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FONCTIONS DE LEGENDRE

30.

31.

32.

1
Montrer que f P.(z) Po(z)dz = 0 si m#*n.
-1

Nous avons (1) (1—22)P), — 2zP,, + mm+1)P,, = 0
@ @—2P) — 2:P, + nn+1)P, = 0

En multipliant (7) par P,,, (2) par P, 'on déduit par soustraction

n
(1—2{P,P, — P, P} — 2:{P,P, —P,P}} = {nn+1) — mm+1))}P, P,

ce qui peut encore s'écrire

(1= (P, Pl = PuPl} — 2P, Pl — Py P} = {n(n+1) = mim+1) PPy
ou % {(1 —2)(P, P.’m — P, P/n)} = {nn+1) — m(m-+1)} P, P,

Par intégration de — 1 a + 1 on en déduit

1
(n(n+1) — m(m+ 1)}f P,(z) P(zydz = (1—2(P,P, —P,P) ' = 0
—1 -1

d’olt découle le résultat demandé si m ¥ n.

Cette propriété est souvent appelée propriété d’orthogonalité, on dit que les polyndmes de Legendre
forment une famille de polyndmes orthogonaux.

1
2
Montrer que f Po(2) Pa(2)dz = =——— si m=n.
4 1 (2) Pn(2) 2n+1

En élevant au carré les deux membres de l'identité

1 0
— = I P ()t
Vi—2zt+ 2 2 T
N 1 _ S S P ()P, () tntn
on obtient 1—2zt+82 .S ™

Par intégration de — 1 4 + 1 en utilisant le probléme 30 on trouve

1 4 S g ]
.f 1 1—2zt+t2 - mE:'O ngo f P, (z) P, (2) dz} tmtn
- —1

(1)
% 1 A
- P ()} dz + 2
Eo{f_l{ @2 s

Mais le premier membre vaut

1
- EELog(l— 2zt + t2)

! 1. /1+¢ & 2
= -Log +— = t2n
_ t %1 - t> n§0{27t + 1} @)

3 ’aide du probléme 23 (c), chapitre 6, page 155. On obtient alors le résultat désiré par identification des
coefficients de 27 dans (I) et (2).

Montrer que (n+1) Puz1(2) — (2n+ 1)z Po(2) + nPa-1(2) = 0.

Par dérivation par rapport a ¢ de lidentité

1 o
e = X P,(x)t"
V1— 22t + 2 2o T
?—t — < -
on obtient Ao+t 120 n P, (z) tn1
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Aprés multiplication par 1 — 2zt + 2, on a

(z—t) 3 Pulo)tn = (1—2zt+#) 3 n P, (z) tn—1
n=0 n=0
ou SiP)tr — 3 Pzttt = nP,(2) 1 — S 2z P (2) tn
n=0 n=0 n=0 n=0 "
+ 2 n Pz tntl
n=0
d’ol par identification des coefficients de

2P, (z) — Pu_1(z) = (n+1)Puii(r) — 2n2P,(2) + (n—1) Pp_1(2)

qui donne aprés simplification le résultat cherché.

LA FONCTION HYPERGEOMETRIQUE

33. Montrer que F(1/2,1/2;8/2;2%) = a}%
’ . asb ala+ )b+ , . .
De Fla,bje;2) = 1 + .Cz+ 1 geee+ 1) 22 4 on tire
Caro. _ L (1/2)(1/2) (1/2)(3/2)(1/2)(3/2
FO2,123/2:2) = 1+ {irgg @+ ) 4

1-2+(3/2)(5/2)

L U2E2)6E/21/2)E/2)6/2) 5 4 ...
1-2+3+(3/2)(5/2)(7/2)

22 13 24 13528 _

3t 345 T2aeer T T

arcsin z

N 1
= 1+3

d’aprés le probleme 89, chapitre 6, page 166.

LA FONCTION ZETA

@

=y % est analytique dans la partie du plan des z

k=1
telle que Re {z} =2 1 + & ou & est un nombre positif quelconque.

34. Montrer que la fonction zéta (z)

Chaque terme 1/kZ? est une fonction analytique. De plus si x = Re{z} > 1 + & alors
1

k=

1A

1] _ 1 _ 1 1

T |@Llogh ~ exLogk T = J1+3

La série T 1/k!*8 &tant convergente on voit d’aprés le critére de Weierstrass que 3, % converge unifor-
k=1

mément pour Re {z} = 1 + 6. On en déduit que {(z) est analytique dans la région considérée au moyen
du théoréme 21, page 142.

DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES
35. (a) Si p > 0, montrer que
Foy = | Zlae = et 2 201D

n +1)--- +n—1
. 1P - + Tz (=1) ezl zp+(§) )}
* —~t
+ (_1)n+1p(p+1). . .(p+n)f Zﬁ
(b) Utiliser (¢) pour montrer gue z

F(z) = _fwet—;tdt ~ e‘z{l— p +M—---}

z_P zp+1 zpf2

i.e. la série du second membre est un développement de la fonction au premier membre.
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(¢) On obtient par intégration par parties :

I j‘w et M
= Cdat = i —tg-
r . P M]-r»nx,z eTteTrdt
( M
r4
M —t
= 1 — ¢
Ml-r'nw{ p.jz tp+1dt}
_ _ © et _ eT%
De méme Iy, = :p% —(+1I,,, sibien que
_ e ® e % e~ —7
L = &~ p{zpﬂ - (p+1)IP+2} = T Z:“ T o@D,
En continuant de cette fagon on obtient le résultat cherché,
. _ .1 y p(p+1) ppt -+ —DL 4o
(b) Soit Syl = e z{z—p T T T T (== per d’ou
R (z) = F@) — Sylz = (-Lrtipp+1)-- (P+n)f RS dt
D’autre part pour le réel z > 0 . "
—¢ —t
[B,(2)) = plp+1)- (P'*‘”)f ﬁ;—ldt = P(P+1)"'(P+n)£ zp%ﬁ—fdt
< pptl---(p+tn
- Zptntl
car f e~tdt = f e~ tdt = 1
. 2 0
+1)--(p+n)
On a donc lim |2R,(2)| = lim P_(B_)_zp_L 0
- 0 )
et on en déduit que lim 2R, (z) = 0. Ceci démontre le résultat cherché pour le réel z > 0.
2 =+
Le résultat peut aussi étre étendu aux valeurs complexes de z.
Uu. e +n)/zp+'n+1 pt+tn N “
On remarque que de |[—*i| = ‘ plp+1) - (p - , ot u, estle nidme
ane d Uy pp+ 1) (p+n—1)/zp*n 2! "

Un+1

U

terme de la série, on déduit que z, ~lim lz « et la série est donc divergente d’aprés le critéere

de d’Alembert. e

n

. 1 1 139
36. Montrer que T(z+1) ~ V2mz2%e {1 -+ 27 + 2882 _ 518407 -+ }

Nous savons que T(z+1) = f % e~ 7dr., Ce qui devient en posant 7 = z¢
0

Fz+1) = zz+1f 2 g=2t df = zz+1f ez(Logt—1) g4 (1)
0 0

qui a la forme (37), page 274 oi F(¢) =Logt — 1,
F'(t) = 0 pour r = 1. En posant t+ = 1 + w on trouve en utilisant le probléme 23, page 154 ou d’une
autre facon, le développement de Taylor

2 3 4
F(t) =Logt—t =Logll+w) — (1+w) = <w—“’?+%-%+ > -1 —-w
2wl wt (t—12  (t—1)8 (t—1)¢
= W W _ ¥ = 1 - _
2 3 4 1 2 * 3 4 N
On en déduit d’apres (1), T(z+1) = z2tle—= f e (=12 g2U=D3 —a(t—1¥ a4
Y0

= \ 2)
zz+le~z Ie—sz/Z eRw /8 — zwt/4 + o daw

20
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Ce qui devient en posant w = /2/z v

T(z4+1) = V2z+lUle2 fw o=V (/B VIz- Uz — 2 vt o gy 3)
—Vzr2
Pour de grandes valeurs de z la borne inférieure peut étre remplacée par — °°, et en développant I’exponen-
tielle on a .
'z+1) =~ \/—Z_z”l/ze—zf e {1 + (V2271203 —z71wt) + -+ ) dv 4)
1 1 139
ou T ~ v/ 2 eo—2 —_ _ e 5
(e+1) 2rz 2% e {1 * 12 T Zse  Bisa0s } ®)

Bien que ci-dessus nous ayons procédé de maniére formelle le raisonnement fait peut étre justifié rigoureu-
sement.

Autre méthode.

t—1)2  (t—1)3 —1)4
Si F(t)=—1—( ) +( L 1)+--- = —1—u? alors
2 3 4
(t—1)2 (t—1)
2 = — +
“ 2 3

On en déduit par inversion ou en utilisant le fait que F(r) = Logt — ¢, que

B b+ b F bt e = \/§+\/—§u2+ﬁu‘*+

du 6 216

Alors de (41) page 275, on déduit

T(z+1) ~ @zz“ eZ(LOgl—l){\/E + %(?) -i— + ;% <%{—g>é + }

1 1
1 —~ 2 p—2 —_
ou T(z+1) Verz 2% e {1 + 122 + YTy + }
On remarque que de F"(1) = — 1 on déduit a l'aide de (42), page 275,

T(z+1) ~ V2rzzte *

qui est le premier terme du développement. Dans beaucoup de cas,la connaissance de ce premier terme est
suffisante.

FONCTIONS ELLIPTIQUES
d d

37. Montrer que (@) gz Sn% = cnz dnz, (b) gz % = —snz dnz.
i . "’ dt
Par définition, si z = f —————————  alors w = snz On adonc
o V(1—12)(1—k2t2)

(a) (snz) = %1;—) = 1/(dz/dw) = V(1—wDH1—kw?) = cnzdnz

(b) % (enz) = %(1 —sn2z)V/2 = L(1 —sn22)71/2 :id;(— sn? z)
= }(1—sn2z)~V2(— 2snz)enz dnz) = —snzdnz
38. Montrer que (a) sn(—z) = —snz, (b) en(—2) =cnz, (c) dn(—2) = dnz.

w dt
(@) §1 z = f ————————— alors w = snz.Posonst = —r; alors
o VI — 2)(1 — k2¢2)

-w d —w
- _Io A-—ma—km 0 7F =fo 1= )1 - k2r2)’

ie. sn(—2) = —w = —snz
(b) en(—2) = V1 —sn2(—2) = V1 —sn2z = ecnz
() dn(—2) = V1 —k2sn2(—2z) = V1 — k?sn2z = dnz
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39. Montrer que (a) sn(z+2K) = —snz, (b) en(z+2K) = —cnz.

° de
Nous avons z = e
0o V1 — k2sin%¢

d’ou o =amz et sing — snz cos¢ = cnz.De plus

o7 ds B j‘T de . J““' ds
. - — 5
0 V1 — k2 sin2¢ o \/l—k-sm-o = V1 — k2sin2¢g

0 \/1 — k2 smze Jo V1 QFvsi119¢

a l'aide du changement de variable § = 7 + . On a donc ¢ + 7 = am (z + 2K).

On en déduit
(@) sn(z+2K) = sin {am (z + 2K)}
(b) en(z+2K) = cos{am (z + 2K))

Il

sin{¢p +7) = -—-sing = —snz
cos(¢p+7) = —cos¢ = —cnz

40. Montrer que (a) sn(z+4K) = snz, (b) cn(z+4K) = ¢nz, (¢) dn(z-+2K) = dnz.

D’aprés le probléme 39

(a) sn(z+4K) = —sn{z+2K) = snz
b) en(z4+4K) = —cen(z+2K) = cnz
(¢) dn(z+2K) = VI — K sn2(z4+2K) = \1— k2sn2z = dnz
> =t 1 et

Autre méthode. La fonction & intégrer m a pour points de branchement ¢ =

t = % 1/h dans le plan de la variable ¢ [figure 10-10]. Considérons l'intégrale de O a w le long des chemins
C, et C,. Nous pouvons déformer C, en ABDEFGHJA + C,, ol BDFE et GHJ sont des cercles de rayon £
cependant que JAB et EFG séparés pour plus de commodité dans la figure 10-11, coincident avec l'axe des x.

plan de la variable ¢ plan de la variable ¢
Y

Y
w w
Gy

g N AL BN

& & - L X L 4 *
17k K_//J 1/k AN I i & E\\l J Uk
g —

C,

Fig.10-10 Fig. 10-11

On a alors :
1—e dx dt

w dt *
Jo A-)a -k  Jy Vad—a)1— k) m!p VA — (1 — k282

0 dx Tl dx
+ e f =
fl_e —V{1 = 22)(1 — k2z2) 0 V(1 = 2)(1 — k22?)
dx

+ ‘ dt N j‘o 1
chy —VaA-— tzm:im w1+ e V(1 — 22)(1 — k222)
j m

I—e dx w dt

o Vi—ma—rs o VA= 21 = ke
+ j j dt
e VI =B 1—k2t?) o =1 = (1 — k)

oll nous avons utilisé le fait que le radical change de signe lorsque on fait le tour d’un point de branche-

ment,
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Sur BDE et CHI ona t=1— ed®etr=—1+ eelf respectivement. Les intégrales correspondantes ont

donc pour valeur

fzr —ieet® dg . f% €92 dg
= e . .
o V(2= ce®)(eei®){1 — k2(1 — eci®)2} Jo V2= ce®){1 — k2(1 — c9)2}
fz' ieei® dg (T €i/2 dg
NG j : :
0 V(eel®)(2 — eei®){1 — k2(—1 + €cif)2} Yo V(2= eei®){1 — k2(—1 + €ei®)2}
Quand € — 0, ces intégrales tendent vers zéro et 1’on obtient
f” dt — f‘ dx N fw dt
Lo V-1 -k Jo VIl —a)A— k42 o V=21 — k22

ie. w=snz

¥ dt
D’autre part si I’on considére z = f —_—,
Jo Va—-e)1 -k

1
b dt .
alors z + 4K = — ie. w = sn(z+4K)
Jo VI — &)1 —k2t2)
et puisque la valeur de w est la méme dans les deux cas, sur (z + 4K) = sn z,

On peut établir les autres résultats de la méme fagon.

41. Montrer que (a) sn(K +iK’) = 1/k, (b) en(K +iK’) = —ik’/k, (c) dn(K +1iK’) = 0.

1 dt
On a K = f - , ol k' = v1-—k2
@ o V-8B —k2e)

Posons u = 1N1 — k2t Quand + = 0, u =1 ; quand r = 1, v = 1/k. Quand ¢ varie de 0 & I,
u varie de 1 a 1/k. D’aprés le probléme 43, page 56,avec p = 1/k, on en déduit que /1 — 2 =

— ik'uN/1—%"2u?. On a donc par substitution.

1/k
1 VA —ud)(1 = k2u?)
d’on

1 1/k /
K + iK' = f du " J‘ du _ 17k du
0 V(I —u2)(1 — k2u?) 1 V(A —u)(1 — k2u?) 0 V(1 —u)(1— k2u?2)

ie. sn(K+1iK') = 1/k.

(b) D’aprés (a),

en(K+iK') = 1 — sn2(K+iK') = V1-1Vk2 = —iy1—-Kk/k = —ik'/k

(0 dn(K+iK) = V1—-kesn2(K+iK) = 0 daprés (a).

42. Montrer que (a) sn (2K +2iK’) = 0, (b) cn (2K +2iK’) = 1, (c) dn (2K +2iK’) = —1.

On a d’aprés les formules d’addition écrites avec 2, =2, =K+ "
(@) sn(@K+2iK) = 280 (K+iK') en (K+4iK') dn (K +4K) _ 0
1 — kZsni (K +iK)
(d)  cn (2K + 24K en?(K+iK') — sn?(K+iK')dn?(K +iK') _
1 — k2 snt (K +iK) =
© dn@K+2ik) = IEAIK) - Ksn2(K+iK)en?(K+iK) _ _,

1 — K2 snt (K +iK)

43.  Montrer que (a) sn (2 +2iK’) = snz, (b) en(z+2K+2iK’) = cnz, (¢) dn(z +4iK’) = dna.
On obtient a I’aide des problémes 39, 42, 170 et des formules d’addition, les relations suivantes
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(a) sn(z+ 2tK’) sn (¢ — 2K + 2K + 2iK")

sn (z — 2K) en (2K 4 2iK') dn (2K + 2/K’) + sn (2K + 2iK’) en (z — 2K) dn (z — 2K)
1 — kZsn?(z—2K) sn2(2K + 2:K")

= snz
o enzen (2K +2iK') — snzsn(2K4+2iK’) dnz dn (2K + 2(K")
(0) en(z+ 2K +2iK") = 1 — K2sn?zsn? (2K + 2iK))
= ¢nz
(¢) dn(z+4:K") = dn(2—4K 4+ 4K + 4iK")

dn (z—4K) dn (4K +4iK’) — k2 sn (z—4K) sn (4K+4i/K’) cn (z—4K) en (4K + 4iK")
1 — k%2 sn?(z—4K) sn2 (4K + 4iK")

= dnz

44. Construire les parallélogrammes des périodes pour les fonctions (a) sn z, (b), cn 2z, (¢) dn z.

Les résultats ont été représentés dans les figures 10-12, 10-13 et 10-14.

Yy
Yy / Yy
— A — | bl Ll
i A iy /o L S e i o taabn
__I___ZiK' __| /__7_2K+2ix' / _L ‘l ' | | |
| 4K | x / / V4K o ‘ || 2K | | z
| . A A A S N N
LA B T S RN
Parallélogramme des périodes Parallélogramme des périodes Parallélogramme des périodes
pour sn z pour cn z ~ pourdnz
Fig. 10-12 Fig.10-13 Fig.10-14
PROBLEMES DIVERS
45. Montrer que P, (z) = F<—n, n+1;1; 1—;E>, n=20,123,....

Les polyndmes de Legendre P, (z) sont de degré n et prennent la valeur 1 pour z = 1. On voit alors d’aprés
(29) page 273 que

F<—n,n—‘-1; 1: 1;2> = 1 — w(l_z) + n(n~1)(nl-é-1)(n+2> (1—-2)2 +

est un polyndme de degré n prenant la valeur 1 pour z = 1.

On aura démontré le résultat cherché si 'on prouve que P, et F vérifient la méme équation différentielle.

1 _
Pour cela posons - = u, Le. z =1 — 2u dans 'équation de Legendre (25) page 272, on obtient
d2y dY
zz(l—u)m + (1—2u)§§ + nn+1)Y = 0
Cette équation n’est autre que I’équation hypergéométrique (30) page 273, aveca = —n, b=n+1,c=1 et

u = (1 — z)/2. Le résultat est donc démontré.

46. Montrer que m = 1,2,3, .. .,

,/1> <2> 3> /m —1> (27)m— D72
ryi—ri{i—)r{—)- T =

\m m <m \om vVm
Nous avons

P e (o) - (R (-R) o (3)
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On obtient alors par multiplication terme a terme et a 1’aide des problémes 13 et 52 page 25

o= e (e B (b () )
m m m m m m
= sin (z/m) ' §in (ér/m) " Sin (m—Dz/m
_ am—1 _ Tm—l _ (27)111—1
sin (w/m) sin 27/m) « - gin(m — Dz/m ~ m/2m-1 — m

Soit P = (2m)m—1/2/\/m,

47. Montrer que pour de grandes valeurs de z,

Ja(z) ~ \/%cos<z—7;—”—‘

D’aprés le probléme 33, chapitre 6, nous avons

™ T
Ju(2) = % f cos(nt — zsint)dt = Re {% f e—int gizsint dt}
0 "

[NE!
N

N .. ! . . .n . »
Soit F(t) =isin t. alors F (r) =i cost =0 pour t = 7/2. Si I’'on pose t = 72 + v, la deuxiéme intégrale
_ , g
devient
w/2 i w/2
1 f e—in(m/2+0) gizsin(n/2+0) gy = LT/ f e—inv gizcosv gy
TV a2 4 —m/2
e—inm/2 ™2 . i2(1 — v2/2 + v4/24 —
— e—inv 612( v/ vi/ e "dv
T —-7/2
e T/2
- g f o inv gmizv?/2 + 20424 — - - gy
T —7/2
Soit v = —2iu?/z ou v = (1—9{u/Vz, ie u = J(1+9Vzv. Lintégrale peut alors étre approchée
par
— 1) ellz—nm/2) 0
(A — ) eEmnm®) f e~ (1 +Dnu/VE g—ut ~ iud/6z — - dy
s o
ou pour de grandes valeurs positives de z
— ) eitz—nm/2) = — 3} eitz—nm/2)
(1—?d e f et dy = (1—1) ¢
V2 o Vrz

et la partie réelle est

1 _nr : _ _ 2 nr _ 7
m{“s( 7)o 2>} = VEe(s-F-5)

On peut également obtenir les termes complémentaires du développement [voir probléme 162].

48. Si C deésigne le contour de la figure 10-15 montrer que pour toutes les valeurs de z

F(Z) = ele—l §; t*~le~tdt

Si I'on se reporte a la figure 10-15 ci-aprés on voit que sur 4B, t = x ; sur BDE, t = €e?® et sur EF,
t = xe®™, On a donc

€ 27 s

tr—le-tdt = f x*~le~rde + f (e€?®)z—1 e~ jeeif dg
R 0

ABDEF

R
+ f w71 g2mitz—1) g=1 g
€

R LA i
= (eZTriz — 1) f w2~ te—t dx + if €* iz g—€e'’ dg
€ 0
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Y Plan de la variable ¢

Si Re{z} > 0, on a quand méme € > 0 et R = =

f tz—1 e—t dt (eZTriz_l)f x2~le— dxg D/.\B—ﬁ_
c 0 \

(e2niz —_— 1) I‘(z)

D’autre part les fonctions qui figurent dans les deux nombres étant
analytiques pour tout z, on en déduit que pour toutes les valeurs de

Z,
Fig. 10-15
rz = eZwizl_ 1 § rtemtdt *

c

z
49. Montrer que sn(z+2) = snzienz:dnz: + cnzisnze dnz;

1 — k2sn?zisn?z
Posons z;, + z, = @ = constante. On a alors dz,/dz; = — 1. On pose également U = snz,, V"= snz,.
On en déduit que
au v _ o _ dv dz
dz U = enz;dnz, T V—Zl;;d_zl_ — cn2zy dnz,
ol le point indique une dérivation par rapport & z,. On a alors
2 = (1- Uy - kU2 et V2 o= (1— VR - K2V

On trouve apres dérivation et simplification
(1) U = 2KU3 — (1+ k)T, (2) V = 2k2V8 — (1+k)V

En multipliant (/) par V, (2) par U on obtient aprés soustraction

UV — UV = 2RUV(U? — V?) @)
On vérifie aisément que Ueve — [eve = (1 — k2U2V2)(V2 — U2 (4)
ou v —yy = A RKUEVHIE- U9 (5)
Uv 4 UV
Par division de (3) par (5), il vient
UV - UV _areuvv + UYV) )
oV = vy T~ K277
Mais UV — UV = di(iJV— UV) et —2R2UVUV+UV) = %(1 — J2U2V2), si bien que (6)
devient : g2 1
dUV -UV)  gqa — k2U2v?
ov -uv 11— kU
Soit par intégration % = ¢ (une constante) i.e.
snzyecnzodnzy + cnzysnzgdnzy

1 — kZsn2z sn?z,

est solution de ’équation différentielle. I est ézalement évident que z, + z, = & est une solution. On a donc
entre ces deux solutions la relation

Snz;cenzy;dnzy + cnz,snzednz
=  F(z;+29)
17T %2

1 — k2sn2z sn2z

Pour z, = 0, on voit que F(z,)= snz;. On a donc F(zy + z,)=sn(z + z,) ce qui établit le résul-
tat.
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Problemes supplémentaires

PROLONGEMENT ANALYTIQUE

50. (a) Montrer que Fi(z) = z+ 122+ 428+ 1zt + ... converge pour |z, <1.
[z—i\ 1 N L1 0\?
F = 1, — 1 2+ 2710 1lz—e L converge pour
(b) goftﬁrf% 2(2) 17 1 Log 13 + RGeS + 3\ T3 + ge p

(¢) Montrer que F,(z) et F,(z) sont des prolongements analytiques 'une de l'autre;

(d) Pouvez-vous trouver une fonction représentant tous les prolongements analytiques possibles de F;(z)?
Justifier la réponse.

Rép. (d) — log(l — z2).

51. Une fonction F(z) est représentée dans |z — 1| < 2 par la série
i (=" (z—1)%

n=0 22n+1

Montrer que la valeur de la fonction en z = 5 est 1/16.

52. (a) Montrer que F,(z) = f (1 + t)e—2t dt converge seulement pour Re{z} > 0-
0

(b) Déterminer une fonction qui soit le prolongement analytique de F,(z) dans le demi-plan de gauche.
Rép. (b) (z + 1)/22.

53. (a) Déterminer le domaine de convergence de F,(z) = f e—(z+ D% d¢ représenter graphiquement la région
obtenue, 0

(b) Trouver la valeur du prolongement analytique de Fy(z) en z = 2 — 41,
Rép. (a) Re{z+1}2 > 0, (b) (—7+ 241)/625

54. (a) Montrer que

22 24 2/(1—2) s |2'<1
5 T il s T = i
11—z 1—=z 1—2 1/(1—2) si lz>1

(b) Etudier ces résultats du point de vue du prolongement analytique.

o n
55. Montrer que la série 2 z3 ne peut étre prolongée analytiquement au-dela du cercle |z]| = 1.
n=0

56. Si 21 anzﬁ” a |z| = 1 comme coupure peut-on conclure que |z| = 1 est également une coupure pour
n= :

8

21(—— 1" a,z'n 7 Justifier votre conclusion.

n=
57. Soit{z,}, n = 1, 2, 3,... une suite telle que lim z, = g, on suppose que pour tout n, z, # a. Soit
n ~—roo

F(z) et G(z) deux fonctions analytiques en a et telles que F(z,) = G(z,), n = 1, 2, 3,...

(@) Montrer que F(z) = G(z). (b) Quel rapprochement peut-on faire entre le résultat de (2) et le prolonge-
ment analytique ?

[On pourra étudier le développement de F(z) — G(z) en série de Taylor dans le voisinage de z = a].

PRINCIPE DE SYMETRIE DE SCHWARZ
58. Résoudre le probléme 2 4 l'aide du principe de symétrie de Schwarz.

59. (a) En supposant que sin 2z = 2 sinz cos z est valable pour toutes les valeurs réelles de z, montrer que cette
formule est aussi valable pour les valeurs complexes de z.

(b) Peut-on utiliser le principe de symétrie de Schwarz pour démontrer que tg2z = 2tgz/(1 — tg? z) ?
60. Le principe de symétrie de Schwarz s’applique-t-il si on remplace 'axe des x par ’axe des y ? Justifier la réponse.

61. Peut-on étendre le principe de symétrie de Schwarz 4 une symétrie par rapport a une courbe C ?
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PRODUITS INFINIS

62. FEtudier la convergence des produits infinis
‘ / ' -y cos kr
@) ;I:Ix\ k3 () ;U i 1 >’ te) 1_:] “\1 k241
Rép. (a) conv, (b) div., (¢) conv.

63. Montrer qu’une condition nécessaire pour que [] (1 + w,) converge est que  lim w, = 0.
k=1 N+ L
w w k «
64. Etudier la convergence de (a) <1 + = ) (b) (1 4+ — + 2
g 1;1 %) I:I:II L Vi) I;I (1 + arccotg k*).

Rép. (a) div., (b) div., (¢) conv.
65. Siun produit infini est absolument convergent montrer qu’il est convergent.

: ” 2\
6. M : = 4 :
6 ontrer que cos }Lll 1 EaTa

/ —kz
67. Montrer que H (1 £

- 2
K21\ k=

et (b) représente une fonction analytique de z pour Re {z} = 0.

> (a) converge absolument et uniformément dans le demi-plan de droite Re{ 2} >

/ 1N/ 1 1\ 1
68. Montrer que \\\1 - 2—2/; ;\\1 - -52><1 - E/ = s
AV 1 1
69. Montrer que | Ly = I O
q ‘\1 9/, \\1 + 3 i 5
o Lo
70. Montrer que (¢) shz = TJ] 1+ S
k=1 \ o AR
hd 422 \
b) chz = 1+ A
( AL < @1

71. Utiliser les produits infinis pour montrer que sin 2z = 2 sin z cos z, justifier les calculs.

s

72. Montrer que [ |1 ~ % .
k=1

sin 3> (@) converge absolument et uniformément pour tout z et (b) représente une
fonction analytique.
i / N\
73. Montrer que J] {1 + i | ¢~ /k converge.
k=1 \ /

LA FONCTION GAMMA

74. Evaluer chacune des intégrales suivantes au moyen de la fonction gamma.

(a) I yle~ dy (¢) I e 2 dy w
; ; @ [ ey
(b) J ud/2¢ 31 dy (d) j {Log(1/t)}—1/2 at 0
0 Y0
Rép (@) 3/8, (b) V32/36, (0) VB=/16, (@) V7, (o) TB/8)VE
75. Montrer que 1'(z) f{Log(l/t)}z Ldt pour Re{z) > 0.
76. Montrer que ‘ ' ;LL de = Tl+p11—p), —-1<p<l.

1

77. Sim, neta sont des constantes positives, montrer que

el 1 m+1
f xm e—ax” Jdx — Zg-(m+D/nyp [ =
Jy n n
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® g—zt
78. Montrer que f ¢ T gt = \}1 si Re{z} > 0.
P z

~1
79. Calouler | (xLogx)*dx.  Rép. 24/3125
<0

80. Evaluer (a) T(~17/2), (b) I'(~1/3). Rép. (a) 16y7/105, (b) —3T1(2/3)

81. Montrer que T'(—} — = (Zhmrtyromtl =
q (=4-—-m) 135 ems’ " 0,1,2,....

82. Montrer que le résidu de I'(zyenz=—m, m= 0,1,2,3 ..., est (—1)"/m ! avec 0! = 1 par définition.

83. Utiliser la représentation de la fonction gamma sous forme de produit infini pour montrer que

(2) T Tl-2) = g
(b) 22:-1T(2) Tz +4) = V7 T'(22)

84. Montrer que si ¥ >0, [I@y)| = \ TF_S;;—‘IT}’ ’

85. Que devient le probléme 84 siy <0 ?

86. Démontrer (a) la propriété 6, (b) la propriété 7, (c) la propriété 9 des pages 268 et 269.

87. Montrer que I (gl,) r (—g-) = 472 A/5.

88. (a) A l'aide de la représentation de la fonction gamma sous forme de produit infini, montrer que pour tout

entier positif m mmz T(z) T(z + 1/m) T(z + 2/m) - -~ T(z + [m — 1]/m)
T(mz)

est une constante indépendante de z.

() En faisant tendre z vers zéro dans le résultat de (a), évaluer cette constante et em déduire la propriété 5

page 268.
LA FONCTION BETA
89. Evaluer (a) B(3,5/2), (b) B(1/3,2/3). Rép. (a) 16/315, (b) 2z/V3

90. Evaluer chacune des intégrales suivantes en utilisant la fonction béta.

1 1 3 4
.y dt
@ { t-vsa—o2sa, (b 21 — u2) =172 du, 90— 2324t (d L
fo ()fou u2) =172 du <c>f0< ) @ f =

Rép. (a) 4z/3V3, (b) 7/4, (c) 243z/16, (d) =

91. Montrer que =T =T =

B(m+1,n) m
B(m, n+1) n’

_ oy

=
o Vat—yt day/ 27

)
70+1>

B
/2
94. Calculer (a) f sin6 ¢ costo de, (b) f Vtg o ds. Rép. (a) 37/512, (b) =/V2
] 0

92. Sia > 0, montrer que

93. Montrer que = 9r moyennant des hypothéses convenables sur p



9s.

96.

97.
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1

L oom=—1 -1
Montrer que B(m,n) = 5 f an ey
i

ATam x avec Re{m} >0 et Re{n} > 0.

[On pourra poser y = x/(1 + x)]

w5y -
Montrer que J rmar o - T
0

1+ 8 3V3

(¢) Montrer que si 'un ou {’autre de m ou n (mais non les deux) est un entier négatif et si m + n <0,
alors B(m, n) est infini. (b) Etudier B(m, n) quand a la fois m et n sont des entiers négatifs.

EQUATIONS DIFFERENTIELLES

98.

99.

100.

101.

102.

103.

104.

10s.

Déterminer les points singuliers des équations différentielles suivantes et indiquer s’ils sont réguliers ou irré-
guliers.

(@) (1—2)Y" — 2V’ +6Y = 0
(b) Rz4—25)Y" + Y + (2+1)Y = 0
Rép. (a) z = % 1, réguliers, (b) z = 2 régulier, z = 0 irrégulier. (c) z = 0, 1, irréguliers.

(¢) 221 —2)2Y" 4+ (2—2)Y" + 422Y = 0.

Résoudre chacune des équations différentielles suivantes & ’aide de séries entiéres, déterminer le rayon de
convergence de chaque série obtenue. Si possible calculer la somme des séries obtenues et vérifier que la
somme vérifie bien ’équation différentielle.
(@ Y'+2Y'+Y =0, (b) Y'+2Y =0, (c) 2Y"+2Y'+2zY =0.
Rép. (@) Y = Ae %+ Bze™*
_ NP LT YPUS LF T3 SR 24 2¢5 . 2:5:8 .\
(b) Y—A< 31 a1 g1 z9 + /+B<z 4!+7!z o1 z10 + /}
¢ Y = Asinz + Bceosz
4

(@) Si l'on cherche une solution de (1 — 22) Y + 2Y = 0, sous la forme ¥ = 2Za,z", quel rayon de corn-
vergence faut-il s’attendre a trouver ? Expliquer.

(b) Vérifier si la valeur attendue en (a) est correcte en déterminant effectivement la série solution.

5 7
Rép. (b) ¥ = A<1—z2>+3<z—i—z__ : _>

(@) Résoudre v" + 722Y = 0 avec les conditions initiales Y(0) = 1, Y'(0) = — 1 et (b) déterminer le do-
maine de convergence.

24 25 28 29

5.4 1.5 3-4:7-8 1-5-89

(@) Y = 1—2— b Jzl < =

§i Y = Y,(z) est une solution de Y" + p(z) Y + ¢(z) Y = 0 montrer que la solution générale est

e Sp(z) dz
Y = AY, () + BYl(z)f e
(@) Résoudre zY" + (1 —z) Y' — Y =0 et (b) déterminer le domaine de convergence.

2
(@ Y = (A+BLogze” — B{z+f—2—1(1+5)+§(1+%+%)+ JL (b) |2l >0

(a) 'Uti*liser le probléme 102 pour montrer que la solution de I’6quation différentielle du probléme 103 peut-
gtre écrite sous la forme

Y = Aez - Besz;—zdz
(») Rapprocher le résultat de (a) de la série solution obtenue au probleme 103.

(a) Résoudre 2Y" + Y' — Y = 0 et (b) déterminer le domaine de convergence.

2 3
ip. + &L F
Rép. (@) Y =(4+BLog z){(l, e T EEt }

- z 22 1 a L
23{(1!)2 et TY T Epttits i
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106. Montrer que Y = Ve /2P 4z transforme 1’équation différentielle Y + p(z) Y' + q(z) Y = 0 en

V" o+ {qkz) — p'RR) — @)V = 0

107. Utiliser la méthode du probléme 106 pour trouver la solution générale de z¥" + 2Y' + z¥Y = 0 [voir Pro-
bléme 99 (¢)]

SOLUTIONS D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES SOUS FORME INTEGRALE

108. Utiliser cette méthode pour résoudre chacune des équations suivantes,
(@) YY" =Y —2Y =0, (b) Y'+4Y' +4Y =0, (¢) Y"+2Y +2Y = 0.
Rép. (0) Y = Ae2x+ Be=%, (b) Y = Ae~22+ Bze~2, (c) Y = e *(Asinz + B cosz).

109. Montrer qu’une solution de 2¥” + (a —2)¥' —bY = 0, ol  Re{a} >0, Re{b} >0, est donnée par

1
Y = fezttb—lu—t)a—b—ldt
0

FONCTIONS DE BESSEL

110. Montrer que J_, (2) = (=1)n J, (z) pour n = 0,1,2,3,....

111. Montrer que (a) E‘%{zn J.@) = @ J,_ (2), (b) %{z‘" T (@)} = —2=n Jo ().

112. Montrer que (a) Jo(2) = —J1(2), (b) f BIy(z)dz = BJ3(2) +e, (¢ f BJy(z)dz = 28J,(z) —
222J,(2) + .

113, Montrer que (a) Ji12(@) = V2/wzsinz, (b) J_y;5(2) = V2/7z cosz.

114, Etendre le résultat du probléme 27 aux valeurs non entiéres de n.

115. Montrer que Jy,, (2) sinz — J_g9 cosz = V/2/25.
116. Montrer que J, (z) = ${Ju-1(2) — Jor1(2)}.
117. Montrer que (a) J,(2) = ${Jn_2(@) — 2 J,(2) + Jpis(2)}

(b) J'r,z”(z) = %{Jn—s(z) = 3Jp-s(@) + 8dpsq(2) — Ji5(2))
118. Généraliser les résultats des problémes 116 et 117.

119. Vérifier par substitution que Jy(z) =

ENE

T
f cos (z sing) d¢  est solution de
0

zY' +Y +2Y = 0

. ) « 1
120. Si Re{z}> 0, montrer que f e~ Jo(t) dt = .
0 Vz22+1
121. Montrer que (a) cos(acos8) = Jola) — 2 Jy(a) c0520 + 2 J,(a) cosds + ---
(b) sin(acosd) = 2J(a)coss — 2J3(a) cos30 + 2 J5(a) cos b —

122. Si p est un entier, démontrer que

Lty = 3 J.@) @)

n=—x

[On pourra utiliser la fonction génératrice]

123. Etablir la propriété 8, page 271.
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124, Si Re{z}> 0, montrer que J,(z) = é% é)e%(t—zz/” t=n—14t ol C est le contour de la figure 10-5,
Page 268. Ve

125. si Re{z}> 0 montrer que

kig : o
Julz) = lf cos(ng — zsing) d¢ — Mf e-no—zsh ¢ dg
0

T T
0

126. (a) Vérifier que Y,(z), donné par 1’¢quation (23) de la page 272 est solution de ’6quation de Bessel d’ordre
zéro. (b) Vérifier que Y, (z) donné par I’équation (22), page 271, est solution de I’équation de Bessel d’ordre n.

127. Montrer que : (@) 2Y,_;(2) — 2nY,(2) = 2Y,.1() = 0
d
) ZE Y, @) = Y@ @ LY, () = e Ve (o)

128. Montrer que la solution générale de

v+ {1 EUERYL) *21/4)}V = 0
z

S

est V. = VZ{AJ, () + BY, (2)}.
129. Montrer que J,.,(2) Y, (2) — J,(2) Y11 (z) = 1/

130. Montrer que la solution générale de V' + z7-2 ¥ = Q est
v o= v‘«{AJ”m /—zm/Z/ + BYym <2z7"/2\}
/

131. (¢) Montrer que la solution générale de ’équation de Bessel z22Y" + zY' + (22 — n2)Y = 0 est

Y = AJ.(2

(b) Comparer ce résultat avec 1’équation (24) page 272.

FONCTIONS DE LEGENDRE

132. Donner ’expression des polyndmes de Legendre (a) P3(z), (b) P4(2), (¢) P5(z)
(a) £(52% — 32), (b) } (352% — 3022 + 3), (¢} £(6325 — 7023 + 152)

133. Montrer que (a) P, (z) — Ph_1(2) = @Cn+ D P, (z), B m+1)P,(2) = P/, (z) — 2z Py(2).
134, Montrer que nP,.,(z) — (2n+ 1)zPiz) + (n+~DP,_,(2) = 0.

135. Montrer que (@) P,(—1) = (—=1)n, (b) Py, ., (0) =

_(=m/N/3\/BY . [2n—1N w1085 (2n—1)
136. Montrer que P,, (0) = 5 <§><§><§> Syl (1) _-—6—(2‘1)

137. Vérifier la propriété 2, page 272.

138. Si [n/2] désigne le plus grand entier < n/2, montrer que
2l (—1)k (20— 2k)!

» s — n—2k
D = Gk m—2k)!”

139. Montrer que la solution générale de I’équation de Legendre (1 — z2)Y"' — 2z Y+ nn+ 1) Y =0 pour
n=20,1,2,3,.... est - AP LB .
= AP, @.(2) o Q) = P (z)f e 1> Pn(t -
140. Utiliser le probléme 139 pour déterminer la solution générale de 1’équation différentielle (1 —22)Y —2:Y'+2Y=0.

Rép. Y=Az+B{1+ zLog< +i>}

21
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LA FONCTION BETA
141. Montrer que pour Re {z} > 0

T _1_f°° t2=1dt
() = Ttmtat = @), w1
1 1 1 1 w2 N .
142, Montrer que (1 - (1 - S {1 -5 {1 -5 )--- = ou 2, 3,5, 7,... représentent les nombres pre-
miers 2 8 5 (& 6

143. Montrer que la seule singularité de ¢(z) est un pdle simple en z = 1, dont le résidu est 1.

144. Utiliser le prolongement analytique de {(z) donné par ’équation (33) page 273, pour montrer que
(@ ¢(— 1) = — 1/12, (b) §(=3) = 1/120.

145. Montrer que si 'on remplace z par 1 — z, I’équation (33) page 273 est invariante.
LA FONCTION HYPERGEOMETRIQUE
146. Montrer que (a) Log{l+2) = 2zF(1,1;2; —=2)

by HBZ Pz, 1;8/2; —22).

z

147. Montrer que cos 2az = F(a, —a; 1/2; sin2z).
148. Montrer que d% Fla,bje;2) = aTb F(a+1, b+1; ¢+1; 2).

149. Si Re{c—a—b} > 0 et ¢ # 0,—1,—2,..., montrer que

T{e) T{(c—a—0Db)

Fla,bje;1) = T'(¢c —a) T(c — b)

150. Démontrer le résultat (31) page 273.

151. Montrer que (a) F(a,b;e;2) = (1—z)c—2—b F(e—a,c—b;¢; 2)
(b)) F(a,b;e;2) = (1—2)~¢ Fla,c=b; ¢; 2/[2—1]).

152. Montrer que pour |z — 1| < 1, I’équation z(1 — 2)Y" +{c— (@ + b + 1) z2}Y' —abY = 0 admet la so-
lution F(a, b a+ b ~c+ 1 ;1 — z)

DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES

153. Montrer que

= 2t 1 1-3 1-3°5---(2n—1)
argy = & )1 - 2 4 212 (1)
S 25e { 2% T @y ey
1:835---(2n+1) (7 e2t
S(=nt (22)n+1 IR dt

et en déduire le développement asymptotique de lintégrale du premier membre.

154. Utiliser le probléme 153 pour vérifier le résultat (48) de la page 275.

155. Evaluer 50 ! Rép. 3,04 x 10%

156. Montrer que pour de grandes valeurs de n, 1:3+5--+@n—1) _ _1

2+4+6--(2n) Van
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157. Etablir les développements asymptotiques suivants
© 2
et 1. [= 1 ,1:3 1+35
a dt ~ La/Tlq_ 1te _Ll'sto
(a) fo T {1 + + }

2 z 2z (22)2 (22)3
b e 4o . 1 _ 1L 2t 3!
(®) o 1+t z %2 + 23 4

158. Veérifier la validité du développement asymptotique (49) de la page 275,

® ot
159. Utiliser un développement asymptotique pour obtenir une valeur approximative de f ert‘

Rép. 0,915, approx. 10

160. Montrer que sous des conditions convenables pour F(t),

[Teerga ~ FO L EQ PO,
[

161. Préciser les étapes du raisonnement permettant de passer de (4) a (5) dans le probieme 36.

162. Démontrer le résultat (46) page 275, qui donne le développement asymptotique de fonctions de Bessel.

0 ) o b
163. Si F(z) ~ I et Gk) ~ 3 %, montrer que :
n=0 2"

n=0 2"
@ F@)+6e ~ 3 %&ib
n=0 "
® F@Gr ~ I — ob ¢ = 2 ab,
n=0 2" k=0
. ) © a, @« _ o a"
164. Si F(2) 722 —» montrer que fz F(2) dz 722 TR

165. Montrer que pour de grandes valeurs de z,
T dt Vel 1 3 25
, A+ 2F 7{21/2 T gt 1zesE T }

FONCTIONS ELLIPTIQUES

166. Si 0 < k < 1, montrer que
7/2 de 2
- = T 1 13
K = = ZJ1 2 2 LA T ¥ I
o V1 —k2sinZe 2{ * <2> Bt <2-4> }

167. Montrer que (a 9, = 2snzenzdnz _ 1 —2sn?z + k2sntz
que (a) sn 2z T Renis (b) cn 2z T etz

2

168. Si k= V/3/2, montrer que (a) sn (K/2) = V2/3, (b) en (K/2) = V1/3, (¢) dn (K/2) = V1/2.

169. Montrer que Sné4 +snB  _ 1 -
q Py E— tn 2(A+B) dn %(A B).

170. Montrer que (a) sn (4K + 4iK’) = 0, (b) en (4K + 4iK') = 1, (¢) dn (4K +4iK') = 1.

171. Montrer que (@) snz = z — 1+A%)S + fp(l+ 14k + kY28 +
() enz = 1 — }22 + L (1+4k%2t + -+
(¢ dnz = 1 — Lk%2 + LEXR2+4)2t +

172. Montrer que

) = = w5 )

173. Démontrer les résultats (5) et (¢) du probléme 40 & l'aide d’une intégrale d’une fonction de la variable complexe
prise le long de contours convenables,
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174.

175.
176.

Variables complexes

¢ 2 de N .
(¢) Montrer que d¢ = 2 f ! oll  ky = 2v/k/(1+ k) en utilisant la
n V1 — k2sin2¢ 1+k o V1 — kZsinZ¢;

transformation de Landen, tg ¢ = (sin 2¢,)/(k + cos2¢;).
(6) Si0 <k <1, montrer que k < k, <1,

(¢) Montrer que par applications successives de la transformation de Landen on obtient une suite de modules
k,,n=1,23,...telle que lim &k, =1 Dans cesconditions montrer que si ® = lim By
n =

n— oo
@ de [kkk _—
, — 123"'Lot<”—+—
Jo‘ 1 — k2sin?g k 172

(d) Expliquer comment le résultat de (c) peut étre utilisé dans ’évaluation des intégrales elliptiques.

n’

La fonction tn z = (sn z)/(cn z) est-elle doublement périodique ? Expliquer.

Démontrer les formules d’addition pour (a) en(z; + z,), (b) dn (z; + z,), données & la page 276.

PROBLEMES DIVERS

177.

178.

179.

180.

181.

182.

183.

184.

185.

186.

187.

188.

189.

w2 1
Si [p| < 1, montrer quef tgP 6 db = 3 7 [cos (p/2)]7!
‘o
. sin _ T
Si 0 < n < 2, montrer que‘/o' po dt = 2T sin (n7/2)
. - cos t - L
Si 0 < n <1, montrer que/({ o dt 3T () cos (nn/2)

Montrer que la solution générale de (1 — z2) Y'' —4zY' + 10Y = 0 est

Y = AF(5/2,-1;1/2;22) + BzF(3,—1/2; 3/2; 22)
Montrer que (a) f sintddt = 1 T(1/3)
0
(b) J cost3 dt —= @ T(1/3).
0

(¢) Déterminer une solution de z¥Y” + Y' + z¥ = 0 de la forme(LOg2)< > akzk> , et vérifier le résultat
(23) de la page 272. (b) Quelle est la solution générale ? k=0

Utiliser la méthode du probléme 182 pour trouver la solution générale de 22Y" + zY' + (22 — n2)Y = 0
[voir I’équation (22), page 271}
Montrer que la solution générale de zU" + (2m + 1) U’ + zU = 0 est

U = 2 m{dJ,() + BY, ()
(@) Montrer que 21/2.J (2i21/2) est solutionde 2U” — U = 0. (b) Quelle est la solution générale ?
Rép. (b)Y = 2V2{AJ,(2i2/2) + BY, (20 #/2)}

il

Montrer que {J,(2)}2 + 2{J;(2)}2 + 2{J,(2)}2 + --- 1.

. s P, (cos a
Montrer que ecosa Ji(z sina) = Py lcos a) P

n=4¢ n!
Montrer que I'(4) = —V7(y + 2 Log 2).
et 2 3
a) Montrer que ¢ = = Lo, 2 ___
@ ? j £ rmhogzt 2 =gy + 5o

z

(b) Le résultat de (a) peut-il étre utilisé pour calculer f QT-t dt? Expliquer. [Comparer avec le probléme
159]. 10



190.

191.

192.

193.

194.

195.

196.

197.

198.

199.

200.

201.

202.

Chapitre 10/ Compléments

Si m est un entier positif, montrer que F(},—m; L —m;1) = 2:4+6-2m
= 13+5---(2m—1)
Montrer que (14-z)<1—-§><1 +3><1—~z-\‘,-.. = v _ .
3 4/ P 1+ 2 r 2—2\\
SEviie
Mont [7‘/2 = CFR(L L1k
ontrer que V= ZF(1,1; 2
we ) i rrsmee | 2l BELR
Les fonctions de Legendre associées sont définies par
dm
P;m) (z) = (1—zy)m/2 ey P, {2
(¢) Déterminer P{?) (z)-
(b) Montrer que P’gm) (z) vérifie I’équation différentielle
' [ ‘ m?2 .
(1—=22)Y" — 22Y" + <I7a(n+1) - Yy = 0

.1
(c) Montrer que j PV () PP (2)dz = 0 si n =1
v

Cest en cela que consiste la propriété d’orthogonalité des fonctions de Legendre associées.
Rép. (a) 15z(1 — z?)

Montrer que si m, n et » sont des constantes positives,

fl gem—1 (1 — x)n—l da _ ) B(WL, ,n)

Jo (a/ + ,r)m+n pm (1 + T)m +n
[On pourra poser x = (r + 1) y/(r + y)].
Montrer que si m, n, a et b sont des constantes positives,

fﬂ/z sin2m 14 cos? 14 dg _ B(m,n)

Jo lasin?g + b cosZgyntn 2amn bm
[On pourra poser x = sin?0 dans le probléme 194 et choisir » de fagon convenable]
Montrer que (a) % = J(z) + 8Js(2) + 5Js(2) +

2
0 T = 1B+ 2 -8 4
Si m est un entier positif montrer que
_ (=Dm(2m)! ;
(@) Py (2) = WF( mm-}-ﬁ,,,zz)
1 m 2 o

() Pomi1(2) = %ﬁ%—l) zF(—m,m+5%; 22
(a¢) Montrer que 1/(snz) a un pdle simple en z = 0, et (b) calculer le résidu en ce pole. Rép.
Montrer que {I‘(%)‘ﬂ — \/“4 6 8 10 12 14 16 18

5+5¢9+9.13+-13-17-17 -

. ’ 3 A 3 . R 2 3y e 4 = 1
Si |z| < 1, démontrer identité d’Euler : (1 -+ 2)(1 4 22)(1 + 2%) s et e v g
Si |z] < 1, montrer que (1—2)(1—22){1—2%--+ = 1 + é R Lntin— /2 4 gnnt /2y,
z 22 24
(@) Montrer que T + 1+z)(1+z2) AT i HA 5 +...converge pour |z| <1 etlz|> 1.

(b) Montrer que dans chacune de ces régions la série considérée représente une fonction analytique.

305

(¢) Soit F (z) et F, (z) les deux fonctions ainsi obtenues. F (z) et F,(z) sont-elles prolongement analytique

l'une de Pautre ? A-t-on F(z) = F,(z) identiquement ? Justifier les réponses.



306

203.

204,

205.

206.
207.

208.

209.

210.

211.

212.

213.

214.
215.

216.

217.

218.

Variables complexes

0 n
(a) Montrer que la série 3 Z—z converge en tout point du domaine {z| < 1.
n=1
(b) Montrer que la fonction représentée par tous les prolongements analytiques de la série de (a) posséde
une singularité en z = 1, ceci est-il compatible avec le résultat de (a) ?

On suppose que la série Za, z" posséde un cercle de convergence C de rayon fini, on désigne par F(z) la
fonction représentée par tous les prolongements analytiques de cette série. Montrer que F(z) a au moins
une singularité sur C.

cn 22 + dn 2z

- 2
1 + cn 22 dn? z.

Montrer que
Montrer qu’une fonction non constante ne peut avoir deux périodes dont le rapport soit un nombre irrationnel,
Montrer qu’une fonction non constante ne peut avoir trois périodes ou plus, indépendantes.

(@) Si une fonction doublement périodique est analytique en tout point d’un parallélogramme de périodes,
cette fonction est constante. (#) En déduire qu’une fonction doublement périodique non constante posséde
au moins une singularité dans un parallélogramme de périodes.

Soit F(z) une fonction doublement périodique. (a) Montrer que C est la frontiére d’un paralidlogramme de

périodes alors ‘fF(z) dz = 0. (b) Montrer que le nombre de pdles situés a I’intérieur d’un parallélogramme
Yc

de périodes est égal au nombre de zéros chacun étant compté avec son ordre de multiplicite,

Montrer que les fonctions elliptiques de Jacobi sn z, cn z, et dnz (2) ont exactement deux zéros et deux
poles dans chaque parallélogramme de périodes et (b) que chacune de ces fonctions prend exactement deux
fois toute valeur donnée, dans chaque parallélogramme de périodes.

Montrer que <1 + l><1 + l><1 + l> cen = {r(1/3)2 .
12 42 72 N2 N 2
r 141 r 1—4
3 3
/2 \ 1
Montrer que f e~280dy ~ 1_ _2_3_ + is-'__ Q__
0 z z z 2!
Montrer que P,(cos§) = 2 {1 23 45' .6'-‘-(-2?2;)1)} {cos ne + T T %2.712& Iy ©08 (n—2)¢
13+ 2n(2n—2)
+ - R
3 4 @n—LEn—g) s+ }
[On peut utiliser 1 — 2t cose + t2 = (1— telf)(1 — te—i0).]
(a) Montrer que I'(z) est une fonction méromorphe et (b) déterminer sa partie principale en chaque pdle.

Si Re {n} > 1/2, montrer que

J.() = izt (1 — t2)n—1/2 gt

F 1
27 rin+ %) £1

cos (2 cos 6) sin2" ¢ de

zn "
2m/r rin+ ) j;

Montrer que

0 m—n-+1
f(2=)

2nr<m+n+1>
“ 2
f g, (8) dt —_ = 7,

T/2
Montrer que f cosP 6 cosqs do = = I(p+1) '
0 sipf2tPpta)  /2+p—gq
zeir (242 >1< ’
/2 deé
Montrer que {r({)}2 = 4v;f L —
o V1-— lsin2e



Index alphabétique

A

Abel (théoreme d°), 142
Absolue convergence, 140, 141, 147, 148, 159
des produits infinis, 266, 267
des séries entiéres, 152
Absolue (valeur absolue d’un nombre complexe)
2, 4
valeur absolue d’un nombre réel, 2
Accélération, 69, 82, 90
Addition
(associativité de 1°), 3, 8
(commutativité de 1'), 3
(opération inverse de [’), 1, 3
des nombres complexes, 2, 6
des nombres réels, 1
des vecteurs, 10, 11, 15
Addition
formules d’addition pour les fonctions ellip-
tiques, 276, 295
Aérodynamique, 224, 234
Aile d’avion, 224, 238
Aire, limitée par une courbe fermée simple, 113,
114
d’une ellipse, 113, 230
d’un parallélogramme, 6, 21
d’une région, 113, 114
d’un triangle, 201, 214
Algebre (théoréme fondamental de I’), 5, 119
démonstration i l’aide du th3oréme de Liouville,
125
démonstration a 'aide du théoréme de Rouché,
128, 129
Algébriques
fonctions, 36
nombres, 23
Alternatifs, courants, 91
Alternées, séries, 142
Amplitude, 4
Analytique,
prolongement, 146, 159, 265, 277-279
fonction analytique et continuité, 63, 71, 72
élément d’une fonction analytique, 146, 265
fonction harmonique et fonction analytique,
131
partie imaginaire d’une fonction analytique,
84
partie téelle d’une fonction analytique, 84
partie analytique d’une série de Laurent, 144
Angle de deux vecteurs, 21
Angles (conservation des), 201, 213, 214, 229
(voir aussi Représentation conforme)
Annulaire (région), 143, 211
représentation d’un domaine annulaire, 211
Arc, 68 (voir également Courbes)
Argand (diagramme d’), 3

Argument, 4, 18
Argument (théoréme de 1), 119
démontration du, 127, 128
généralisation du, 137
Arg z (voir Argument)
Associativité de 'addition, 3, 8
de la multiplication, 3, 8
Associées (fonctions de Legendre), 305
Asymptotiques (développements), 274, 275, 28%
290, 294
de ’exponentielle intégrale, 275
de la fonction d’erreur, 275
de la fonction gamma, 275, 289, 290
des fonctions de Bessel, 275, 294
de Stirling, 275
particuliers, 275
Asymptotiques (séries), 274 (voir aussi Dévelop-
pement asymptotique
Atfraction des charges électriques, 238
Axes, 3, 4
Axiomatiques (fondements axiomatiques de la
théorie des nombres complexes, 3, 13, 14

Bande (représentation conforme d’une), 205, 206,
210, 211, 219
Base de logarithmes, 35
Bernoulli (nombres de), 171, 273
Bernoulli (théoréme de), 238
Bessel (équation de), 276, 271, 272, 284
Bessel (fonctions de), 161, 270, 271
de premiére et seconde espéces, 271
développements asymptotiques des, 275, 294
fonction génératrice des, 271
relations de récurrence pour les, 271, 286
Béta (fonction), 222, 269, 282
relation avec la fonction gamma, 269, 282
Biharmonique (équation), 263
Bilinéaire (transformation) voir Homographique
Bindme (coefficients du), 16
Bindme (formule du), 16, 143
emploi pour les développements en série de
Laurent, 157, 158
Birapport, 203, 216
invariance du, 203
Blasius (théorémes de), 238, 250-252
Bolzano-Weierstrass (théoréme de), 8, 23
Borel (théoréme de Heine-Borel), 8
Borne supérieure précise, 62, 93
Bornées (fonctions), 39
suites, 141
ensembles, 7, 22, 23



308 Index alphabétique

Branche d’une fonction, 33
Branchement (point de), 37, 44, 48-50, 55, 56,
67, 76, 80, 145
d’un prolongement analytique, 265
d’une fonction logarithmique, 46, 76, 80
intégrale utilisant des, 185, 186, 193, 194
Branche principale, 33, 44, 46, 48

C

Canal (représentation conforme d’un), 208, 211
Capacité, 240, 255, 256
Cardioide (représentation d’une), 210, 229
Casorati-Weierstrass (Théoréme de), 145
Cauchy (critére de convergence de), 141
Cauchy-Goursat (théoréme de), 95, 103-106 (voir
aussi Théoréme de Cauchy)
démonstration pour un polygone fermé, 104,
105
démonstration pour une courbe fermée simple,
105, 106
démonstration pour un domaine multiplement
connexe, 106
réciproque du, (voir théoréme de Morera)
Cauchy (inégalités de), 118, 124, 169
démonstration des, 124
Cauchy (intégrales de), 118, 120-123
démonstration, 120-122
emploi dans le prolongement analytique des,
278
pour des ouverts multiplement connexes, 123
Cauchy-Riemann (équations de), 63, 72, 74
démonstration des, 72, 73
fonctions harmoniques déduites des, 73, 74
forme polaire des, 83, 84
gradient et, 70
Cauchy (théoréme de), 95, 103-106 (voir aussi
Théoréme de Cauchy-Goussat)
conséquences du, 103
Cavitation, 259
Centre de gravité, 114
Centripete (accélération), 82
Cercle, fonctions harmoniques pour un, 119, 120
de convergence, 140, 143, 150
formules intégrales de Poisson pour un, 119,
129, 130, 233
représentations d’un, 203, 204, 207, 216, 217
unité, 5, 201
Changement de variable dans Vintégration, 93
Charges (distribution de), 208, 211
Charges électriques, 238
ligne de, 239, 240
potentiel créé par des, (voir Potentiel)
Christoffel-Schwarz (transformation de), 204, 218-
223
Circulaire (écoulement autour d’un obstacle), 237
238, 246, 250
Circulation, 234, 249
autour d’un tourbillon, 249
écoulement avec, 236, 249, 250

Cis 0, 4
Coefficients du bindme, 16
Commutativité
de Paddition, 3, 8
de la multiplication, 3, 8
Compact (ensemble), 7, 22, 23
Composition (critéres de), 141
démonstration des, 148
Complémentaire (module d’une fonction ellip-
tigue) 276
Complémentaire d’un ensemble, 8, 22, 23
Composantes d’un vecteur, 10
Composées (fonctions), 39, 65
Condensateur, 240
Conductivité thermique, 240
Conducteurs, 240
Conforme (représentation), 200, 231
conditions de, 201
définition de la, 201
démonstration pour des fonctions analytiques,
213, 214
problemes de Dirichlet et Neumann, 233, 234
solutions de problémes aux limites par, 232-264
transformation des fonctions harmoniques par,
242
Conjuguées (coordonnées), 7, 22, 69
expression du théoréme de Green en, 95, 102,
103
Conjuguées (fonctions), 63, 232
Continuité, 38, 39, 53-54
équation de, 234
et analycité, 63, 71, 72
et convergence uniforme, 142, 151
théorémes sur la, 39
uniforme, 39, 40, 54
Contour, 69
Convergence
cercle de, 140, 143, 150
critere de Cauchy, 141
criteres de, 141, 142, 148-150
des produits infinis (voir Produits infinis)
des séries,41, 54, 55, 139, 147
des suites, 40, 54, 55, 139, 146, 147
rayon de, 140, 150 .
région de, 139, 149, 150
uniforme (voir Uniforme convergence)
Coordonnées (courbes), 34

Coordonnées
curvilignes, 34, 42
polaires, 4
rectangulaires, 3, 34

Courbe (s)

continues par morceaux, 69

de Jordan, 94

de longueur infinie, 111, 112

rectifiable, 92

tangeante a une, 69, 83

vitesse le long d’une, 69, 82
Cycloide, 113

représentation d’une, 113
Cylindriques (obstacles), 251, 252



D

Degré d’une équation algébrique, 5
d’une polyndome, 34
De Moivre (théoréme de), 4, 5, 15-18
Dénominateur, 1
Densité, 238
Dépendante (variable), 33
Dérivation
complexe, 63-91
de fonctions de fonctions, 65, 77, 84, 85
régles de, 65, 74-78
sous le signe d’intégration, 174, 175, 182
Dérivées, 63, 71, 72
des fonctions élémentaires, 65, 66, 74-78
des fonctions multiformes, 65, 66, 76, 77
des séries entiéres, 142, 143, 152, 153
d’ordre supérieur
Déterminants (régle de multiplication des) 215, 230
Diagramme d’Argand, 3
Diélectrique (constante), 238, 256
Différentiabilité, 63
continuité et, 63, 71, 72
Différentielle (équation) 91, 269, 270, 283-285
aux dérivées partielles, 85, 86, 232
de Bessel, 270-272, 284
de Gauss, 273
de Legendre, 272, 273
point ordinaire d’une, 269
point singulier d’une, 269, 283, 284
solution au moyen d’intégrales d’une, 270, 284,
285
Différentiels (opérateurs complexes), 69
Dipdle, 237, 240
moment d’un, 237
Dirichlet (probléeme de) 232, 233, 243-245 (voir
également Probléme de Neumann)
pour le demi-plan, 233
pour le cercle unité, 233
solution par représentation conforme, 233, 234
unicité de la solution, 256, 257
Discontinuités, 39
apparentes, 39, 53
Disjoints (ensembles), 8
Disque unité, 201
Distance entre deux points, 2, 4, 12
Distributivité, 3, 9, 14
pour des ensembles, 23
Divergence, 70
de fonctions, 70, 82, 83
Divergence de suites et séries, 40, 41, 139 (voir
aussi Convergence)
Division des nombres complexes, 2
des nombres réels, 1
Double (podle), 158
Doublement périodique (fonction), 276
Doublet, 237, 240
Duplication (formule de duplication pour la fonc-
tion gamma), 268 :
Dynamique des fluides, 234
(voir Ecoulement fluide)

Index alphabétique 309

E

Ecoulement fluide
autour d’un obstacle circulaire, 237, 238, 246,
250
autour d’obstacles, 237, 238, 250
di 4 une source ou un puits, 237
permanent, 234
spécial, 236, 237
stationnaire, 234
superposition d’, 237
tourbillon, 249
uniforme, 236, 2453
Egalité de nombres complexes, 2, 3
de couples ordonnés de nombres réels, 3
de vecteurs, 5
Elasticité (théorie de 1’), 263
Electrique (champ), 238, 239
Electriques (charges), 238
Electrostatique (potentiel), 238, 239, 252-254
sources et puits en, 240
Elémentaires (fonctions), 34, 37, 44-48
dérivées des 65, 66, 74-78
Eléments d’une fonction analytique, 146, 265
d’un ensemble, 7
Ellipse, aire d’une, 113, 230
représentation d’une, 209, 224
Elliptiques (fonctions), 276, 277, 290-293
de Jacobi, 276
formule d’addition pour les, 276, 295
périodes des, 276, 292, 293
Elliptiques (intégrales), 276, 277
(voir aussi Fonctions elliptiques)
de premiére espéce, 276
de seconde et troisiéme espéces, 277
Ensembles
compacts, 7, 22, 23
complémentaires, 8, 22, 23
connexes, 7, 22, 23
dénombrables, 8, 22, 23
éléments, 7
intersections d’, 8, 23
orthogonaux, 287
points extérieurs, 7
points frontieres, 7, 22, 23
points intérieurs, 7, 22, 23
sous-ensembles, 1, 2, 8
union d’, 8, 23
vides, 8, 23
Entiéres (fonctions), 145
représentation sous forme de produit infini, 267
Equation
biharmonique, 263
de continuité, 234
de Laplace (voir Lapiace)
d’un cercle en coordonnées conjuguées, 22
d’une droite, 13
produit des racines d’une, 20
quadratique, 19
racines d’une, 5, 18, 20
solutions d’une, 18
somme des racines d’une, 20
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Equations paramétriques, 41, 62
Equipotentielles (lignes ou courbes), 235, 239, 252
Erreur (fonction d°), 275
développement asymptotique de la, 275
Essentielles (singularités), 67, 80, 157
comportement d’une fonction au voisinage
d’une, 160
définition a partir des séries de Laurent, 144
théorémes sur les, 145
Euler (constante d’), 268
Euler (formule d’), 5
Euler (identité d’), 305
Existence des solutions de problémes aux limites,
232
Exponentielle (fonction), 35
relation avec les fonctions trigonométriques, 16,
17, 35
Extérieur (d’une courbe fermée simple), 94
Extérieur (point), 7

F

Factorielle (fonction) voir Fonction gamma
Factorisation d’une équation algébrique, 5
Familles de courbes, 68, 81
Fermeture (propriété de), 1, 3
d’un ensemble, 7, 22, 23
Finie (suite), 40
Fixe (point), 202, 217
Fluide (voir aussi Ecoulement fluide)
idéal, 234
incompressible, 234
pression dans un, 238, 251
réel, 234
visqueux, 234
Flux de chaleur, 240
lignes de, 239, 241
Fonctions, 33, 41-50
algébriques, 36
analytiques (voir Analytique)
bornées, 39
branches de, 33
composées, 39, 65
conjuguées, 63, 232
divergence de, 70, 82, 83
doublement périodique, 276
elliptique (voir Elliptique)
entiére, 145, 267
exponentielle, 35
factorielle, 268 (voir aussi Fonction gamma)
harmonique (voir Harmonique)
hypergéométrique, 273, 288, 293
inverse, 33
lacunaire, 146
de Legendre (voir Legendre)
logarithmique (voir Logarithmique)
multiforme (voir Multiforme)
de Neumann, 271, 272
polynémiale, 34
séries de, 146, 147
suites de, 139, 146, 147
transcendantes, 36, 37
trigonométriques (voir Trigonométrique)

uniformes, 33
uniformément continue, 39, 40
valeur d’une, 33
Forces (champ de), 111
Force sur un obstacle cylindrique, 251, 252
sur un obstacle dans un fluide, 238, 250-252
Fourier (séries de), 170
Fractions, 1

G

Gamma (fonction), 222, 267-269, 280-282, 294
développement asymptotique de la, 275, 289,
290
formule de duplication de la, 268
prolongement analytique de la, 268, 269, 281
relation de récurrence pour la, 268, 280
Gauss (équation différentielle de), 273
critere de, 142
fonction 7 de, 268
théoréme de la valeur moyenne de, 119, 125
théoréme électrostatique de, 239
Génératrice (fonction)
des fonctions de Bessel, 271
des polyndmes de Legendre, 272
Géométrique (série), 148, 149
Goursat-Cauchy (voir Cauchy-Goursat)
Gradient, 69, 70, 82, 83, 85
comme vecteur normal d’une courbe, 70, 83
égalités utilisant le, 70
Graphique (représentation)
des nombres complexes, 3, 4, 10-13
des nombres réels, 1
des racines, 18, 19
Green (premiére et deuxiéme identités de), 117
Green (théoréme de)
dans le plan, 95, 99-102
démonstration du théoréme de Cauchy & l'aide
du, 103
démonstration pour des domaines multiplement
connexes du, 101
démonstration pour des domaines simplement
connexes du, 99, 100
en coordonnées conjuguées, 95, 102, 103
généralisation du, 114

H

Hardy, 274
Harmonique (fonction), 63, 64, 70, 73, 74, 85,
232, 233, 241-243
déduite des équations de Cauchy-Riemann, 73,
74
et formules intégrales de Poisson
pour un cercle, 119, 120
pour un demi-plan, 120
relation avec les tonctions analytiques, 131
transformation par repfesentation conforme,
242
Heine-Borel (théoréme de), 8
Hexagone (représentation d’un), 230
Holomorphe, 63 (voir aussi Analytique)
Homographique (transformation), 35, 203, 216,
217



birapport d’une, 203, 216
transformation de cercles en cercles a l'aide
d’une, 217
utilisation dans la représentation d’un cercle sur
un demi-plan, 203, 204, 216, 217
Hydrodynamique, 234
Hyperbole, représentation d’une, 228
Hyperboliques {fonctions), 35
inverses des, 36, 48
propriétés des, 35, 46
relations avec les fonctions trigonométriques,
36
Hypergéométrique
équation différentielle, 273
fonction, 273, 288, 293
série, 169
Hypocycloide, 113, 114
représentation d’une, 228

I

Idéal (fluide), 234
Imaginaire (axe), 4
[maginaire (partie)
d’'une fonction analytique, 84
d’un nombre complexe, 2
Incompressible (fluide), 234
Indéfinie (intégrale), 95, 107
Indéterminée (forme) (voir régle de L’Hospital)
Induction mathématique, 16
Infini, 38
point a I, 6, 38, 47, 80, 81
singularité a I, 68, 145
Infinis (produits), 266, 267, 279, 280, 293, 294
convergence des, 266, 267
regroupement des termes des, 266
théorémes importants sur les, 267
Intérieur d’une courbe fermée simple, 94
Intégrale, curviligne, 92
dérivation d’une, 174, 175, 182
elliptique, 276, 277 (voir Fonction elliptique)
exponentielle, 275
Intégrale, prolongement analytique d’une, 265,
279
de fonctions particuliéres, 96, 109, 110
évaluation par la méthode des résidus, 173, 174,
179-188, 193
valeur principale de Cauchy d’une, 174
Intérieur d’une courbe fermée simple, 94
Intérieur (point), 7, 22, 23
Intersection d’ensembles, 8§, 23
Intervalle fermé, 2
ouvert, 2
Inverses (fonctions), 33
hyperboliques, 36, 48
trigonométriques, 36, 48
Inversion, 202, 217
Involutive (transformation), 230
Irrationnels (nombres), 1
Irrégulier (point singulier), 269, 283, 284
Isogonale (transformation), 201
Isolée (singularité), 67, 79, 80, 144
comportement d’une fonction analytique dans
le voisinage d’une, 160
Isothermes (lignes), 241

311
J

Jacobi (fonctions elliptiques de), 276
Jacobien, d’une transformation, 200, 214-216
d’une transformation conforme, 214-216

Jensen (théoréme de), 138

Jordan (courbe de), 94

Joukowski (profil de), 224

Joukowski (transformation de), 224, 229

L

Lacunaire (fonction), 146
Lagrange (développement de), 145, 159
Landen (transformation de), 304
Laplace (équation de), 63, 64, 232, 233
et problemes de Dirichlet et Neumann, 232,
233
sous forme polaire, 84
Laplace (méthode de), 275
Laplacien, 63, 70, 82, 83
Laurent (série de), 143, 144
classification des singularités d’aprés la, 114,

145, 157, 158
développement d’une fonction en, 133, 144,
155-158

partie analytique d’une, 144
partie principale d’une, 144
résidus et, 172
Laurent (théoreme de), 143, 144, 155-157
démonstration du, 155-157
Legendre (équation différentielle de), 272
solution générale de I’, 272, 273
Legendre (fonctions de), 272, 273, 287, 288
associées, 305
propriété des, 272
Legendre (polyndmes de), 161, 162, 272, 293
fonction génératrice des, 272
formule de Schlaefli pour les, 161, 162
orthogonalité des, 287
relation de récurrence pour les, 272, 287, 288
relation avec la fonction hypergéométrique,
293
Leibnitz (régle de), 174, 175, 182
Lemniscate, représentation d’une, 229
L’Hospital (régle de), 67, 78, 79
emploi dans le calcul de résidus, 177
Limite (point), 7, 22, 23
Limites, 37, 38, 50-53
de fonctions, 37, 38, 50-53
de suites, 40, 51-53, 55 (voir aussi suites)
interprétation géométrique des, 50
théoréme sur les, 38, 51-53
unicité des, 38, 40, 51, 140
Linéairement indépendantes (solutions des équa-
tions différentielles), 269, 270
Linéaire (transformation), 34, 203
Ligne, équipotentielle, 235, 239, 252
isotherme, 241
Liouville (théoréme de), 119, 124, 125, 145
théoréme fondamental de l’algébre et, 125
Logarithmique (fonction), 36, 46
branche principale de, 36, 46
point de branchement d’une, 46, 76, 80
relation avec les fonctions hyperboliques, 36
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M

Maclaurin (série de), 143
Maximum (théoréme du module), 119, 125, 126
Méromorphe (fonction), 145
Minimum (théoréme du module), 119, 126, 127
Mittag-Leffler (théoreme de), 175, 191, 192
Module, de nombres complexes, 4
de fonctions elliptiques, 276
Moment d’un dipdle, 237
des forces de pression, 238, 251
Monotones (suites), 141
Morera (théoreme de), 95, 110, 111, 118, 160
utilisation dans le prolongement analytique, 278
Moyenne (théoréme de Gauss sur la valeur), 119,
125
Muiltiforme (fonction), 33, 37, 43, 44, 67, 76
dérivée d’une, 65, 66, 76, 77
Multiplication
associativité de la, 3, 8
commutativité de la, 3, 8
élément neutre de la, 3
inverse de la, 1, 3
Multiplement connexe (domaine), 93, 94
Théoréme de Cauchy-Goursat pour des, 106
Théoréeme de Green pour des, 101

N

Népériens (logarithmes), 35, 36
Neumann (fonction de), 271, 272
Neumann (probléme de), 232, 233, 243-245
solution par représentation conforme, 234, 235
solution par le probléme de Dirichlet, 262
unicité de la solution du, 262
Nombres, 1
algébriques, |
de Bernoulli, 171, 273
irrationnel, 1
premier, 274
réel, 1
théorie des, 273
transcendants, 23

0

Obstacles, écoulement autour d’, 237, 238, 250
forces agissant sur un obstacle cylindrique, 251,
252
Opérateur, 17, 82
de dérivation, 65
Laplacien, 63, 70, 82, 83
Ordre, d’un podle, 67, 144
d’un zéro, 67
Ordinaire (point), 67, 269
d'une équation différentielle, 269
Origine, 1
Orthogonale (famille) 68, 81
Orthogonalité
des fonctions de Legendre associées, 305
des polyndmes de Legendre, 287
Ouvert (ensemble), 7, 22, 23

P

Parabole, représentation d’un domaine limité par
une, 208, 210, 228
Paraliéles (vecteurs), 6
Parallélogramme, aire d’un, 6, 21
des périodes, 276, 293
diagonales d’un, 12
Paramétriques (équations), 13, 41, 68
utilisation pour les représentations conformes,
205, 221, 228
Partielles (sommes partielles d’une série), 40, 139
Période de la fonction exponentielle, 45
Périodes, des fonctions elliptiques, 276, 292, 293
parallélogramme des, 276, 293
Picard (théoréme de), 145
Planétes (mouvement des), 82
Point & l’infini, 6, 38, 47, 80, 81
Points, critiques, 201, 214
distance entre deux, 2, 4, 12
extérieurs, 7
ordinaires, 67, 269
Poisson (formules intégrales -de)
pour un cercle, 119, 129, 130, 233
Polaire (forme)
des équations de Cauchy-Riemann, 83, 84
des nombres complexes, 4, 14, 15
de I’équation de Laplace, 84
Polaires (coordonnées), 4
Poles, 67, 79, 157, 158
définis 4 partir des séries de Laurent, 144
doubles, 158
nombre de, 119
ordre des, 67, 144
simples, 67, 80
Polygdne (représentation sur)
le cercle unité, 220, 221
un demi-plan, 204, 218, 219, 223
Polyndme de Legendre (voir Legendre)
Polynomiales (équations), 5, 19, 20, 23, 36
degré des, 5
factorisation des, 5
théoreme fondamental de I’algébre pour les, 5,
119, 125, 128, 129
Potentiel, 238, 252, 253
complexe, 235, 245-250
créé par une charge et un plan, 253
créé par une charge entre deux plans paralléles,
253,254
des vitesses, 234, 235
électrostatique, 238, 239, 252-254
Pression (dans un fluide), 238, 251
Premier (nombre),274
Principale (branche), 33, 44, 46
des fonctions hyperboliques inverses, 48
des fonctions logarithmiques, 36
des fonctions trigonométriques, 48
Principale (valeur), 4, 33
des intégrales, 174
des logarithmes, 36, 46
Produits infinis, 266, 267, 279, 280, 293, 294
convergence des, 266, 267

modification de 'ordre des termes dans les, 266

particuliers, 267, 280



Produit, extérieur, 6, 20, 21, 70
scalaire, 6, 21, 70, 82, 83

Profil de Joukowski, 224

Prolongement analytique, 146, 159, 265, 277-279
de la fonction gamma 268, 269, 281
de la fonction zéta 273
d’intégrales, 265, 279
de séries, 146, 159, 265, 279
intégrales de Cauchy et, 278
théoréme de Morera et, 278
théoréme d’unicité, 265

Projection stéréographique, 6, 229

Puits, 235, 236, 240 (voir aussi Sources)

Q

Quadratique (équation), 19

R

Raabe (critére de), 141
Racines (nombre des racines d’une équation),129
Rayon de convergence, 140, 150
Réel {(nombre), 1
Représentation conforme, 33, 41-43, 200
d’un canal, 208, 211 ’
d’un demi-cercle, 206, 207
d’un demi-plan sur un cercle, 203
d’un domaine limité par
une cardioide, 210, 229
une cycloide, 228
une ellipse, 209, 221, 224
un hexagone, 230
une hyperbole, 228
une hypocycloide, 228
une lemniscate, 229
une lunule, 207
une parabole, 208, 210, 228
un polygone, 204, 218-221, 223
un rectangle, 209-211
un secteur circulaire, 205, 207
un triangle, 209, 221, 222
Résidus 172, 173, 176-179
calcul des, 172, 173, 176-179
calcul d’intégrales par la méthode des, 133,
173, 174, 179, 188, 193
Résidus (théoréme des), 173, 176-179
Riemann-Cauchy (voir Cauchy-Riemann)
Riemann
conjecture de, 274
théoréme sur la représentation conforme de,
201, 202, 233
sphére de, 6
fonction zéta de, 273, 274, 288
Rodrigue (formule de), 161
Rotationnel, 70, 82, 83, 95
Rouché (théoréeme de), 119, 128
démonstration du, 128

S

Scalaire (produit), 6, 21, 70, 82, 83

Index alphabétique 313

Schlaefli (formule de), 161, 162
Schwarz-Christoffel (transformation de),204, 218-
223
Schwarz (inégalité de), 32
principe de symétrie de, 266, 279
théoreme de, 132
Semi-convergence
de produits infinis 266, 267
de séries, 140, 141
Séries 40, 41, 54, 55, 57, 139-171
absolue convergence des, 140, 141, 147, 148,
152, 159
alternées, 142
asymptotiques, 274
convergence des, 41, 54, 55, 139, 147
convergence uniforme des, 140, 147, 148
de fonctions,146, 147
de Fourier, 170
de Maclaurin, 143
de Mittag-Leffler, 175, 191, 192
dérivation des, 142, 143, 152, 153
géométriques, 148, 149
hypergéométriques, 169
rayon de convergence des — entiéres , 140, 150
Suites 40, 54, 55, 57, 139, 146, 147
bornées, 141
convergence des, 40, 54, 55, 140, 147, 148
divergentes, 40
limite des 40, 51-53, 55
monotones, 141
Simples ( courbes fermées), 68, 93
Simples (poles) 67-80
zéros, 67
Simplement connexe (ouvert), 93, 94
Singularité
d’une équation différentielle 269, 283
et convergence des séries entiéres, 143, 146
fonction analytique au voisinage d’une, 160
intégration autour d’une, 184
isolée, 67, 79, 80, 144, 167
Solutions linéairement indépendantes
d’une équation, 18
d’une équation différentielle, 269, 270
Sommes de séries, 175, 188-191
Sources, électrostatiques, 240
en écoulement de fluides, 235-237, 247, 248
force de, 236, 247
ligne de, 235, 247, 252
Sphere de Riemann, 6
Stationnaire (écoulement), 234
Stéréographique (projection), 6, 229
Stirling (formule asymptotique de), 275
Superposition d’écoulement, 237
Surfaces de Riemann, 37, 48-50, 265
Symétrie (principe de), 266, 279

T

Tangente a une courbe, 69, 83
Taylor (série de) 143, 153-155
théoréme de, 143, 153-155
Température, complexe 240, 241
état permanent de, 240, 254, 255, 257, 258



314

Termes, d’une suite, 40
changement, dans une série, de 'ordre des, 141
Thermique, conductivité, 240
Trajectoires orthogonales, 81
Transcendantes, fonctions, 36, 37
Transcendants, nombres, 23
Transformations
conformes (voir Conforme)
inversion, 202, 217
jacobien des, 200, 201, 214-216
points invariants des, 202, 217
rotation, 202, 212-214, 217
de Schwarz-Christoffel, 204, 218-223
Translation, 202, 212, 217
Triangle (représentation conforme d’un) 209, 221,
222
Trigonométriques (fonctions), 35
branches principales des, 48
relation avec les fonctions hyperboliques, 36
zéros des, 45

U

Uniforme, continuité, 39, 40, 54
Uniforme (convergence), 140, 142, 147, 148,
150-153, 160
des produits infinis, 266, 267
des séries, 140, 147, 148
des séries entiéres, 142, 152, 153
et continuité 142, 151
Uniforme (écoulement), 236, 245
Unicité, de limites, 38, 40, 51, 140
des solutions du probléme de Dirichlet, 256,
257
des solutions du probléme de Neumann, 262
théoréme d’unicité pour le prolongement ana-
lytique, 265
Unité, cercle, 5, 201
formule intégrale de Poisson pourle, 119, 129,
130, 233
probléme de Dirichlet pour le, 233
représentation sur le, 203, 204, 207, 216, 217
Unité, disque, 201
Unité, sphére, 6
Unité (racine n-iéme de I’} 5, 21

v

Valeur absolue d’une fonction,33
Variables, 2, 33
changements de, 93
complexes, 2, 33
dépendantes, 33
indépendantes, 33
réelles, 2
Vecteurs, 5, 10-13
addition des, 10, 11, 15
angles de, 21
égalité de, 5
extrémités de, 5
interprétation des nombres complexes comme,
5
normaux a une courbe, 70, 83
paralléles, 6
perpendiculaires, 6
rotation de, 14, 15, 17
Vitesse, le long d’une courbe, 69, 82
complexe, 235
potentiel des, 2, 34, 245
Visqueux (fluide), 234
Voisinage, 7, 22

w

Weierstrass (théoréme de factorisation de), 267,
282
Weierstrass - Bolzano (théoréme de), 8, 23
Weierstrass - Casorati (théoréme de), 145
Weiertrass (critére de), 142, 150, 151
pour les produits infinis, 267

Z

Zéros, des fonctions trigonométriques, 45
des polyndmes 5, 20
nombre de, 119
ordre des, 67
simples, 67
Zéta (fonction zéta de Riemann),273, 274, 288
prolongement analytique de la fonction, 273



